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lieh .lern dritten Tlrpile ürr fSHmme iler AlistSndc seiner drei Ecken 
vun dieser Linie gleieli. Nun epieii (Tiif, I Fij[. l.) J,^.A,.../in 
die Erk))niiktP irgend eitirs IMlvfrnns vtln rt Seifen, und dnsselbe 
»tk (lutcli l)lae"ni''li"ii^i'> >)'>' »"^ vnn .^, Ausgehen, in Dreiecke 
getlieill. nie "^ALsrisscri jener Krken , ii> Be^ietiung auf zwei in 
der Eliene des l*i>ly;:nnä willkShrlieli unireuornmeDi> und nuf ein- 
ander' seiikreplile ('iinriliniilcn - Axen seien, der Ordnung nncb, 
x,:tj'x, . . . a-n, die Ordnntcn derselben y, y,*/, . . . y„, hu ist die 
Abscisse des SclnTer|iuiikis von ^^,^it,.J i=:^(v, -\~.T,-i-ar,}, 
sein |--|;iclieninln,lf (.1. i. Tri.peit P^J.A,/', — Irtn JP,A,A,P. 
-Trpz P,A.A,P^ = .i[i,^-{~f,,) {ar,^:t^)-{[,/.^,,,) (^,-*,) 
— \\V, + .'/.) i-*^. — -^^i) = ;I.'/.(^> — ar,)-\-ij^\a:, — ä-,) 
+ ^,(^1 — ^il|, dnirer dna Produkt beider, oder daa Mnment des 
^J,J,A. = i\^, + ;i^, + v^,) ty,(.»^= - .*,) -I- W.(*. - ^.) 
+ ,Vj(-*'i — ■a^i)]; ""lie" sr> ist das itloinout des ^Ä,A,A^ 

u. s. w, bis tum Muiiient des ^A,A„-ij4„, ndehea 

=i(ar,-|-*n-i-t-a:„)(y,(^„_,— .i-„)+.y«_i(jr„-rÄ?,)+y„Ca7,— ^»_i)]. 

Addirt niiin diese Produkte so zusammi 
und derselben Ordinnte multijilizirt ist 
mnn als Summe der Monienle ulier Dre 

,.:,'+ y.l-«^. — >.) (^. -t- ^4 + *,) + ^ 

irferinkÜriererHezei(;linirng:i^",w(^i+i-.ri— i)(«'/_i4-.a^(+Ä7+i), 
irn für t a)I.e^.iDien ZuliFeti viin 1 bis » zu »ctie» sind °) Der 
Ptüclieuinlidlt de* gnu/pn Polygons ergiebt Sieb, iren» man nnt 

gleiehe Wei^ie «lie <ibi<;cn Ausdrücke für den Inbult der einzelnen 
reiecke iiddirl, 

— i[y,(^,-^«)+y.(-^,-^,)-fc*.U'.-^.)+ +y„(^,-^«-,}i 

oder kürzer: i^«,yi(j;/4., — a-i_,), 

Dividirt mnn nun jene MomenleaEumme durrli diesen Flüehenitibolt. 
so erliüll man l'ür dit^ ALscisse X. des .Scbwerpunkla des ganzen 
Polygona den Ausdruik: 

rr ,~*^;' ' - -"t!'''^^'-*-i — -'-'l.-y) ^ i. .^ ' 

welcber zur Berpcbnung dieser Absoisse die einfaclie Regel enthalt: 
„K]i.n muUi[ilizire die Ordinate des niitljern von 
„je drei aufeinander folgenden Kck|iunkl:cn des 
„l'olvguna mit der Differenz der Abncisscn der 
„beiiicp übrigen uik) uddire sammtliclie Produkte; 

ÜNuxime der Abseisse n nllcr drei ge n an n leo Ecken, 
„und uddire auch diese Produkte; dividirc eudlirh 




WJfp 



:a Schwcr|junkl9." 
:k für die UrdiD;ite Y dieses Punkts FoIf;! gkicU 
: durdi blosse VerUuscIiung der ^ und y, also 



£'\xn(!fi+\ — s/t—l) 



nie N«Diier beider 
Beispiel. Für 

.= 5, y. = 12, 
= H, y, = I9 
= 20, y, = 14 
= 29, y. = 17 
= 33, y, = 6 
= 13, y. =: 2 



«85(:r, - 
«lö(.r,- 
22lf.a:, - 

— 96(ari- 

— 56(:i. - 



isdriicke 810(1 ideolisrh. 

I Secliseck sei gcgtben: 



1 ist y, Ca^, — a.- 

y,(*. — ^ 

y.(^, — a; 



= +12. l=-t- 12j 
= +19. 15= + 285; 
= +14. i5 = + 2l0; 
= +17.13 = + 221; 
= — 6. I6 = — 96; 
= — 2.28 = — 56; 



hM6 



h .»,} = + 12.32Ä+ S84 

- ^,) = + 285 . 39 = + 11.11» 
r *,) = + 210 . 63 = + 13230 
-^J = + 221 .82 = + 18122 
-ÄT,)=— 90.73 = — 7200 

- jr, ) = — 56 . 51 ==— _2856 

+ 3279? 



Daher die Absdsse des Schwerpunkts =}. -=jg-= 18,978 . 
die Onlioate ergiebt aicb eben so =>. -^^s 10,069 



jAtfiitM't ii*f.'>:t.. 
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Bestimmung des Schwerpunkts im sphärischen 
Dreieck. 

Herrn T, J. Escliweiler 

Dlrtqtor «Ifr hiihereii BiirgfMchule in Köln ». K. 



.vjtep .Abstand des Scliwerpitokts irgend einer Fläche von eioer 
aDf^enumirieDen Ebene wird bekiinntlich diidurch eefiindeD, duas man 
die Summo'drr ftlaiaente uller Elemente jeuer Elüclie in Beziehung 
auf diese Khene durch die Kumme dieser Elemente selbst, d. b. 
durch deu Inhalt der siitixeu Fläche dividirt^ 

Nun sei (Taf. ). Fig. 2.) JBC ein Bf>h arisches. Dreieck, dessen 
Schwer[iunkt beitimmt wordeo sali, O der !Uittel[)unkt, der Kugel. 
Dieses Dreieck sei durch Bogen grösster Kreise, die alle durch J 
geben, wie i. B. Aß, in demente «rater Oril«UDg, diese wieder 
durch Bogen kleiner Kreise, deren Ebenen »lle auf AO senkrecht 
stehen, in Kiemente zweiler Ordnung ^etheilt; /" sei der Mittel- 
punkt eines dieser klelneu kreise, und dieser schneide den Bog'en" 
AD in JS, so ist das hei B liegende Element zweiler Ordnung- oh 
ein unoDÜlich kleines Rechteck zu betrachten, dessen auf .JD lie- 
gende Seite (wenn man iO=EO:^\, i^AOE-^f setit) ^dif, 
die andere Seite aber (wenn jt CAU== <") := sin y . (Zu*, so, dass 
die Grösse dieses Blem'eutg selbst ^gin ip.d<f.düi. Der Abstand- 
des Punktes (oder Elements) E von der auf dem Radius AO senk- 
rechten Ebene HOK\%\. Ö/'=cos y. daher das Moment des Ele- 
ments bei K in Beziehung auf diese Ebene ^ sin <f cos ip . liip . tiw. 
Dieser Ausdruck ist nun, um ihn auf die gunze Flüche des 
Dreiecks auszudehnen, zweimal zu integriren, indem dabei zuerst 
Ip, dann ui als veränderlich betrachtet wird. Die erste zwischen 
den Grenzen und AD ausgeführte Integration siebt das Moment 
des Elements erster Ordnung ADD', die aweite Integration, zwi- 
schen und ^ CAB ausgeTührt, giebt das Moment des ganzen 






Dreiecks ABC. Es ist 
^ Cunsl — -Jcos 2jp; 
. giefat -^(1 
lenl'^des Elements^/*«' 
= Ksin -^DY . ilu. 

Um diesen Ausdruck vun Neueu 
massig-, statt w und des davon ahli 



isqi 

\A dieses Integral v 
^AD) «der ^Csi: 



<lf=^^pxnt<p.>H:l^) 



zu integriren, ist es xweck- 
ngigen Rogens AD, den Bo- 



■WP 



! eioEuführen, Zu dem tfods sei 
_ _ _ AC=L, JB=e, li.B.4C=a, JBC=ß, 

JCß = y sfftserrt; uocli ein^r bekiinnlen Kelatloo ist im «plittri- 
«cbeB Dreieck AfiC : cos A <;ua;'=:sin Ä . cntg^ CO — s in y. cut g gi, 
daher, wenn mua dilfcrenziirt: aiii6 sinw'.4<7J9)=:3in;-.sinC/J'.fi'cu. 
oder dn sin CD : sin AD^^&m w ': sin r^ ""cli sin ^ sin j- f/(fW) 
= (sin -^/M' . '/(u. folglich das zu iatefcrirende Moment Act El»* 
ments ^/)/>'=: Jain ^ sin ;> . ti{CBj. Uus Iniegr»! Iiiervoo Kiek: 
isin Ä siu ;' . r/> -4- toust. und wird dussellie von liis Cti=9, 
Grenzen für CD, auseedciint, so ergielit sicli <ila Mnmcet des 
«00 DKiecks ABC 

Ja. Bin h sin f. V 

i8e(2t nun den »phärisclicn Winkclexceas dieses Dreiecks, d.,i. 
«-»-jS+X — jr = e, 90 ist für den Halbmesser I oucli der Fläclieo- 
inbalt des Dreiecks =«, folglicli der senkrecLte Abstand seines 

Seliwerpunklsvnu.lcrnufö-/senkrecIj(cnEb(.neffflA'=^-~-'*-^', 
oder Hucb, dft sia It : sin c = sin ß : sin ;', derselbe Abstand 

= — ^^ — ;; -. I5ben so ist der AbsLiiiid des Schwcrpunkti v"n 

einer durch V gebenden und iiut' dem Biidius OB seukreclilen 
Ehenc = ^ ''" ^ ^'" -^ = " - '" ■ ^° ^ ■ '" '^ i endlich die Entfernung die- 
■es Punktes von uner durch senkrcclrt ge^en ijC gelegten 
„, c kill <J sin ^ e sin a sin i6 „, , , , ,. > > 

Rhene t=~ — ■■ • '^ = — , Hierdurch tat die Lage des 

.SchiT^rjiunkls villlig bestimmt und kann aut' folgende Weise leictit 
coDstrmrt wi^rden: - 

ABC (Taf. I. Fig. 3.) «ei das gegebene Dreieck, DEF äas 
polare oder reciproke; die Kugellmlbmester OD, OE, IV Z' stehen 
Diso auf den respectiven Khenen BOC, AOC, AOB. so wie die 
UnlltuiesBer OA, OB. OC auf den Khenen EOF, FOD, DOE 
senkrecht. Aut OD sei ein l^iück IV^ genommen, dessen Länge 
lieh m 0D{=\) eben so verliält, wie d^ ^eiti;' ir£:(odera) znm 
doppelten Ueberschuss der Peripherie eines grössten Kreises 'dber 
die Itumme der drei Seiten des Polardreiecks f/'/', (oder, was 
dasB^he ist, dem doppelten I'eherscliuss der drei Winkel des Drei- 
ecks ABC über iwei RecLle, also, nach obiger llezeichnung, zu 2c, 



wodurch OPt=^. Desgl. se 


cn iLuf OE und OF von i.n die 


Stücke OQ iinil OB so ge 


nommen, dass 2e : ö= OE : OQ, 


ie : e=OF : OJt, viMüM 


0(1 = 4-, W^^^- ^^"^ <*"'"' 


über diesen drei Stücken Ol', 


OQ und OB. die sich demnach wie 



ir t c verliiilttn, jein Fnnillelepipeilunt construirt, so wird die 
dem Alittelpuukt der Kugel O gegenüberliegeude E^cke £1 dieses 
Parallelepipedums der Schwerpunkt des Dreiecks ABC sein. 

Denn da AO nnf der Ebene BOF senkrecht steht; diese 
Bbane über der Kbene BG parallel ist, so steht -''' auch auf die- 
ser letztern Ebene senkrecht, und wenu diiher A A'icse Ebene im 
Punkte p trifft, so ist Op dem senkrechten Abstände des in dieser 
Ebene liegenden Punkts G von der Ebene EOF gleich, D» nun 



t, B» \e 


»/r= 


= 0P. 


oaDOA; 


P=^ 


uu<t 


im a 


LärJBcluD 


El-p-ne 
n UO 


AD 

r Op 
PG. 
inA / 


oder 
a s 


OS AOB 


— 3p 

Auf gleiche Art 

IG liegt; er iit 



das'Dreieck OPp bei p rechtwinkelig 
■lach obiger Cunslruction ist aber i 
Dreieck ADS, wurin ÖO = 90", 
= sin AB cos ABB = aw c siu 
duhcr liegt der Scliwerpunkt in dei 
wird bewiesen, dass er ia den Ebui: 
alsa der DiircbscboitispuDkt G dieser drei Klieoea. 

Dn siD e Ein ß die Lüngo des vuu A auf die EbcDe BOC^k- 
fällt Loihes ausdrückt, su kunu iniiD aueb nscb auf lulgeode Art 
. verfiibreo. Auf AO iicliaie (aaii das Stück Op-^ der vierten Propor- 
tioBole zu le, a und dem aas J auf die Ebene Af>6' gefällten Loth, 
lege bierduf durch ;» eine «Bf AO spnkrecble Ebene; auf gleiche 
Weise verfahre man auf den ilAlbnieaäefn BO aoA C(t\ so erhält 
mno drei ufif diesen flatbmessera geokrecbtu Bbenen, dieselben, vel- 
cbe in der vorigen Constructinn die Ecke G des PuralleleiiLduins 
bildeten und deren Durcbscbuittsnunkt G, also der Schwerpunkt ist. 
Will man die [>age dieses Punkts durch schiefwinkelige Cuor- 
diaalen iu Bezug auf' die drei Ebenen BOG, AOC. AOB he- 
stimmea, so denke iiiiin sieb durch G eine der BOC {laruilele, 
daher auf OD senkrechte Ebene Relegt. Das von ihr aut OA von 
(f an abgeschnittene Stück ist die mit OA parallele Courdinatc 
des Punkts G\ sie sei durch a: bezeichnet; das von derselbeu 
Ebene auf OD von im abgeschnittene Stuck ist ^ . eos AOD. 
Projizirt man auf duGselhe drei von bis G aufeinander füllende 
Kauten des Purall elepipcd ums, so erhalt man: 

a: . cos AOD = 0P-\- OQ cos EOD + OR cos FOD oder 

„ , X sin e sin ß^^ — ^ cos r—^ cos ß, daher 

, wenn man der Syaimetne wegen 



das constante Produkt aus dem Sinus einer Drt 
Sinus der beiden anliegenden Winkel; 

ein a sin ß sin ^'^sin & sin a sin y:=B\a c sin a sin ps=lC 
■ntzt: 

',jf3s=^^,(Ä— c cos«—» cos ;■), = = ^|^(c— a cos^— Ä cos a). 

' Die Enlferniiirg V des Schwerpunkts G vom Mitleljiunkte der 
Kugel, d. i. die Iti^igonaie OG des vxrhin zur Canstrucliun unge. 
wandten Pural]ele]ii|icdnnis, ist nach einem bekannten Lehrsätze 

= K(Ö?»+ tfä^+ ÖlÖ-\-1lOP . OQ cos POQ 

+ 20P . OB cus P0B + 20Q . OB . co» QOB). 

'Substitnirt man hierin die Torliin angegebenen Werihe von OP, 
"OQ, OB, 80 kommt: 



H[w= ^^a' -I- Ä» + c» — Uc cua « — 2oc cu» (¥ — Sofi cos j-. 

Um endlich nocli <lie Winkel lu bestimnien, welche der ilurcli den 
ScLwerjiunkl sehende Hulhmcsser der Kugel mit den HalbmeBBCrn 
0.J, Oß, OC maclit, Ijetruclile mim das bei p rechhvinhdige 
Dreieck OpG; dasselbe giebt O/t = 00 . cos AOG oder 

"^^ . _._ Jt.^ i/ir- "*" 



^f/.coä AOG, woraus cos AOG^ „ . . — ; elieo so 
BOG = ^j^„ CüB COGz^ü-^--, Diese Cosinus 



sind also direct den Seiten ond ungekeLrt den Sinus derselben 
proportionirt. 

Der Scliwerpunkt einer von einem spbäriscbeu Dreieck be- 
eräDzten Kugetiiyromide erffiebt sieb aus dem Obi^eß sehr leiclit. 
Er liegt aaf der geraden T.mie, welche den Hiltel^unkl der Kugel 
mit dem Schwerpunkte jenes sphüriachen Dreiecks verbindet, aber 
um dcu 4teu Thci) dieser Linie dem Mittelpunkte Düber als der 
Sehwcr|mnkt des Dreiecks. • n 



IV. 

lieber die rekurrirende Bestimmung der Beir- 
. DOulUschen Zablen. 

VöH' 

HerPii'O.'Schtömilch '' 



- .,■ .,,,M. 

Wenn man die bekannten Purmein 
li>g doW^LDg tü + W (l~^) + Log (1--^) 
+ Log(l-g 



Ug CO« iw=Log (1—^)4- Log (l — g^)+Log(l—jj^)+. . 
DBch (i> iliiTerenziirt, so erhält'mon leictit Üift beiden Reihen: 



'•ni ■■ 



+ 


(l) 


+ 


m 


, nacLdem 

cot (^ — r 


man 



. (3). 



Zieht man die erste Gleicliunn; vod der zweit 
diese mit 2 multipliztrt hol, UDd bemerkt, 
tAD ^to^ — ^j^^ ^^ ist, SU koiumf: 

Dieaeo scho« bekanntea Summiruogen lässt sich eine sehr vor- 
tbeilhnfte Seile abgewinneH, Drückt iood nämlicti ilieselbeu ReitieD 
durch heatinmle Inte^a.le iiua, fo gelaiiKt miin, weil jene Summen 
s«lion bekuDDt sind, zur KeuDiniss einiger hesiimmten lutegrale, 
welche sich unhestimmt nicht iin^eben laBseo, und die sicli hernach 
zur Gntwicketunu: mehrerer rekurrirendcn Ei gen schuften der Ber- 
Doulliachen Zuhleo sehr nützlich erweisen werden. 

Zu diesen Zwecke erinnere ich un die bekuante Inlcgr.ilformeJ: 



r *r=i|ir, i ^(ül^ — 1 seht dasselbe in üus folgende über: 

{7=/^"«r-feirf.>K— 1 0^© = ;^;;;^^^.... (4) 




-*o 



Werthe, si 



«i«i 



versch windet, 
sdrückt. In- 
ibkrt der Bequemlichkeit wegen 
bezeichnen. Betrachten wir die 
lindct sieb, dass Hieaelbe nichts An- 
Glied der Reihen (I), (2), (3). Giebt 
die es dort hat, und addirt alle Glie- 
wie es in jeneu Reihen geschiebt, eo 
he durch eine Reihe bestimmter Inte- 
leicbt in eines zusammenziehen 

nd addiren aämmt- 
iimea wir auf der 
hre Summe setzen 






Da aber 


iliesi: Integrale üeu gemeiBBchaftlicIien Faktor y and 


gleiche r 


räDzen besUzcD, sa koDoeD wir dieselben so vereinigcD: 


-lyit^ie + ^we+^rre-t-. ] siaa,i&ä& = ^~\eotü,. 


Weil nuD 
Brucb, u 


& eine positive Grösse isr, so bleibt e-''G ein achter 
d die eiDgeklummerte Reibe läBst sieb nacL der Formel 


JK 


+ ^= + ^•4- =r£-S' +i>-^>-' „, 


suminiren 


Die Summe ist nümlicb: q 






alio: 






1 /""sin uiiSdS 1 


Sclireibeu 


wir noch 20 für 0, y für tu, so ist "l 




i/;if!S=i-i«"*"-(^> 



2) Ebeu so leicht ist es die Reibe (3) in ein bestinuntes tnte- 
grul_ XU' vcrwttudela. ' Man DiiumC nieder in ('S) «^1, 2, 3, 4. . . . 
addirt über alle Glieder mit wechselnden Zeichen. So erhält man 
fvtx «hnlicb nie vorliin: 



UV 



-e-tw«^_c-ane_......] sin (ü.'0/^ = ^coBec«j 



Die Summe der 



if:' 



= Jco3Cc w — ^. .'..je) 



3) 1^^ -di« Reibt) (ß| setzen wir in Y«) »3= 1. 3, 5 . . . und 
addircu alle Glieder mit positiveii Zeichen. v>0 wird, 

\«di der Fwuiel ..^li-Mi^Ui^J :,ib j-: ■ 1 ., ' ,. J {(. 

Rndet >icL als die Summe der Reibe uoter delk iDlegvfclzeicIier 

c-jie 1 



fnlfflivli 



i,/:' 






eJiÖ — e—7io ~ 



1 
J 



ttüer, wcDD naii -g- Tür &, '2w für tu acbrc<ilil: 

1 _• ,iri miSde ■ "■ ,_, ■ 

t-tmi.. : $. 11. 

Mit{elBt tler elien ((efandpncii lic^timmtcn lulcj^nile ist es nun 
leiclit, für irgend eine iternoultiüchc Znlil melirerc lufeerule anzu- 
gelten, indom man nämlicL lieicic Seiten von (.5), (6), (7) nucli Po- 
IcDzcD der villkiilirlicIieD Ci)nslanle (u eutivi ekelt, nus auf der 
recliten Seite mittelst der BerDüulliscIieu ZhIjIcd bewerkstelligt 
wird, und dann die CoefricienleD gleicher Potenzen von tu in eine 
Gleichung stellt. 

1) So Imben wir aus (5) 

li/o e^ie — j"*" l.Z.zJu eJie— i"** 

■-■"•"1.2.3 (2« — 1)1/0 e»i« — !"*""■• 

=2S ~ ä;^ "^ ^'rä*' "•" i.a.3.**» -•- - ■ 

■•■ + 1.2.3 (2„j*^l + • ■ ■ -I 

Vergleichen wir nun die Koeflizieoten von la*"— 1, so ergieht neb 
aaf der Stelle 

/(, ^Tezn — i^-fi^-i (8)- 

2) Entwickeln wir ebenso die Gleichang (6], go läuft die linke 
Seite ganz so, wie im vorigen Fülle; recbts fängt die Reihe für 
^cosec (ü mit ^ an, welches sich gegen — — bebt, und die allge- 
meinen Glieder sind: 

1.1 1 .2.3...(2n— 1) /o eie-i-l "" 1.2.3 (2»)^*^»' 

folglicb durch Vergleichung: 

3) Endlich giebt die beiderseitige Entwickelnng too (7) die 
allgemeinen Glieder: 

1.2.l...(t»— 1) / Ee _^e und,. j,2.3..,.(2„j*'a--^ 

■^ «* — e ^ 
also wieder durch GleMfas^tzen der Koeffizicuten : 

/• |, _"_e - — i^-f ^' ''"'■ 

J 




»Diese bestiinmteD lotegrnle 
bl bietcD den Vorlheil <lnr, iln^ 
it cnlliBlIen und es diiilurch icicliter wird, den gciienseitr^en 
ZusnmmeDliiiiig melirerer auf elnnnder fol^endcD Ziililen zu eot- 

Wolltc mau die Nenner jener Integrale in Reilien verwandeln 
DDd die IntcgratioD eines eiozelneti GÜeilea aiicli bekannten Eieea- 
scbaflen der G»mmHfunktioncn iinsfiiliri'n, s» würde mnn d^is 5^100 
beknnnte Reeiilfat Gaden, dass die Bern nui tischen Zuiileo die rezi- 
proken ^ernden Polenzen der nntürlicben Zableo aiiminirfn. rtucbt- 
liarer ist es, die Zäliler j^'uer Integrale in eine Rechnung zu ve/- 
äecbten, wi^e.die nuclifulgeuden Purugraphcn zeigen. 

«. m. 

Pir besctiHfltgen uns zunächst mit den Formeln (5) und (S), 
weloi«^ wegen der Gleichheit der Nenner z4i«Hmmenge1iiircn. 

I) Wir multipliziren beide Tbeile vin (5) mit der Constnnte 
4gin eil, welche wir unter diia Integralzeichen tliun, und eerlegen 

dD|jpelte Sinusprodukt in eioeCuaiuusdilFereoz, so deaa wir 
erhallen 



1 •/ o 



^(1- 



iB)m- 



-im<^ 



T beide Ausdrücke 
eilen, su sind die . 



,m=^ 



, welche nach Potenzen 



f- |).iug" 



■ ta") 



t:-^ 



eil«— 1 



(l& und 



I.2.3....^2«^-lj l.S-3....(2«) 

lad weil die KnefGzienten von (u^ einander gleicb sein müssen 

1 /^ (l — ifip' — ft + JBf^ ^ 2 1 _ '^' - t " ' 

.<c/o ei'ti — i *"* — aJi + l — 2n+r 

Jat aber ' ' 

-i0)2«-(l+^0p=:_,-^i[(Z»)^0,-(2»),0' + (2«),0'- 

... + (_|)-+i(2„)i„_,©»«-i] 

»bei (in),, Cia), die Btn«niialkoemzip'ii''n nno^Pmilpr St<>IIe 

St den Exponenten 2ji bedeuten. Substiiui 







lotegrnle lässt sieb aber nach (8) ausführen, und so 



i 




u 

(»«),Ä, -K3.),Ä, +^(&.),«, -,.,....•:, .,., 

+ (- I)-*'i<2»W,«^, = ~\. .... (11). 

2) Eiue zweite ffuuz äLolich gebildete i{i(;cDBcljaft der Ber- 
nonllisclteii Zulilen ersieht sich so. Wir mnltipliciren (5) nit 
4coa tu und ierli:^ii wieder unter dem lote^rnlzeicheD ; 

2 /- «sin (l + Wy-iin (l- .ey _ gtoB». 

t/d «aie-1 '^ = — ü; : "^»^ i" «• "" 

2eoa Ol ^ . . - 

= euCj-Cu-f^RWH. 

Venvuudelt man beide Seiten in Reihen, au sind die allgeiaeioeD 
Glieder 



1.2.3 .. (2« 
1.2. 3.... (2«)"^ I .a.3...C2n)''"-' + I .2.3 (2m — l| 



,.2.3..(2>— 1) 7» ^^^W^i ** '""' 

folgticli durch Verglcicbun;; der KoefGzieuteD vnn w*^'. 

Ferner ist: 

(1 ■+- iSyt'-i — (1 — i@^i 

= 2i[(2»— 1),® — (2m— l),0'-t-(5»— I).©' — 

tilsn, wenn wir dieas in das Integral substituiren: 

bestimmen wir den Werth jedes dieser Integrale unch (S), tn er- 
gleit sieb 

(2M — l],ß,—l{2ti—l],B,+^(2n — l),B, — 

Dabei beben sieb die mit B^ir-i. bebaftelen Glieder und die Reihe 
bricht also bei dem Gliede (— l)"^-:;7j(2«(— l)2,_»Äa„_3 nb. Schrei- 
ben wir daher n+l fiir m, so ist nun 



■ 'IHeae Eigeoachaft (IcrBemuuUiäcNcD Zaiilen ist der (II) g^aoz analttf;, 

. . I- 1 *» ' (2»+l) — I . , , , 

uucb iD so fern, nla ■■- -— . = p ^ I V ' JIi ?**^'^* werdea k&qn. 

Es lasaeii sich datier beide GleicLungcn so zummineafuasea: 



«i*!— imjÄ.+iWs^.- 



Hobei die oliere Keilio 
des 3n gilt. 



±~*i„.-iÄ«-, 

..: =t~:i^i»^iJB„- 

\:ia gerades, die untere für eiD uDgeni 






Auf gleidic Weise si 
auf (8) behandelt wordea 

1) Multiplicirt mao (t>) mit 2 : 
legralzeicleD das doppelte Produki 



ir 



«. IV. 

a tiucb die Formel (6) mit Rücksicht 

erlegt uoter dem In- 



kommt: 



Die beiderseitige Enliviekelung 
aligemeincD Glieder: 

^2:. . (_-iv'ü^ /■" (i-tep--(i+ie)» 



b PntemeB tO» ;«u g^ebt die 
^1 and 









Eotwickelo wir die l*oteuzen ubter dem lategeal^kbeo und be- 
zcichncD den Nenner kurz mit JU, so erg'iebt sich ganz ähnlicb 
wie in §. ll[. 1): 

(^.). • Ct -c^i. ■ -/.-^'+w. • ^/;"^-- 

...+(-«-t.p.)._.../;5^=^. 

i einzelnen lotegfals, und 



t 



i(i/.).Ä, + - 



H2»),Ä, ■ 



.(14) 



Darch'inailtiplikation mit Sees tu crbulten' wir 



1 /•" sm(l + te)«-afDa-f81a. ^ 

T./o ^eTi '^ = '" 



OT— l)./0 «"»+1 



+ tB)2«-l — (1 — iö)»— 1 
~~ g"ft+l " 

. (- l).H-lB,!i«-l 



1 . 2 . 3 ... (an} 
folglich: 

oder, wenn mnn die Potenzeo Trie in $. III. 2) entwickelt und den 
Nenper mit M bezeichnet: ' 

Führt man jedes dieser Integrale nach (9) aus, so ist: 



Nimmt man auf beideu Seiten die mit ^m— t behariotcu Glieder zn- 
sainmen und schreibt iliino »+1 für m, so stellt sich diese Relk- 
tion unter folgender Form dar: 

?=l(2»+l),«,-?^2.+l).S,-l-?^(2„+l).«.- 1 

■■■+(-l)'*'^^^^=^ä»+l)>— ifii^ij (ii>)' 

\ «■ '■ 

Wir wenden uns nun zur Belrarhtung des letzten P.-inres xu- 
lofpgrale, nämlich (7) und (10). 



. +j^ « cos (1 - z-ey. - CDS (1 + i9)v> 



Bekanntlicli lässt sich nun sec (u in folgende Reihe ven;raDde)ll~| 




f «nige Analogie zu de» Bernaulliscljen Zulileo besitzen. Es sind 
die allgeineiDeD Glieder der Reiben: 






.(I -^ t'e)a» - (I -,_ ,-Q)to 



folglicli: 



■• ^'~f''"""r'^ -^'^=(-i)'-> 



Hotwickelt man wieder die Potenzen nntcr dem Integralzeichen um 
liezeicLoet den Nenner mit L, m ist nsn: 

M. -^/.'t-m. c^+M. ■^/;'^'— •• 

..+(-ii-M=.-,.2/;"5^=i-(-,).fl. 
=i+(-i)-"fi.. 

i sich vermöge der Formel (10) sogleich ergiebt; 



(_,VH..^::<^A2 



-iB^-i = 1 + (— 1)"+1Ä2,.... (16) 



2) Multi|)1ixirt man (7) mit 2cds m, ao ist: 



JM^ ll'til -ifidall 



iDarans eolspringen die allgemeinen Glieder der ReiLenentwicke- 
|hgg: 



ri irl-.l- « ( 

9 = 1. 



1 .a.3 — (an — 1)' 
I die GleicbuDg 

i_ „» (1 + 1-9)8—1 - (I - ief-t 

I giebt durch Entwickeluog: 

.„,.,/;-»«_,.^„.../;-s25+(..-.,.../:--i--- 



bpd (l'drcli Ausfdliruog ullcr Integrale nacli (10) 



Die bisbcr enhrickelten EigenscliafteD der Bcrnoulliscben Zah- 
len, welcLe gar nicht bekannt ku sein scheinen, enthalten die Auf- 
lösung der Aufgabe von der rekurrircDden Uestimmung jener Zah- 
len; und zugleich fuhrt die Formel (16) die Berechnung der Se- 
kanteakoefüzienteD auf die der Bernoulliachen Zahlen zurück. 

Die Anzuhl der Rekarsiousfurmeln für diese Zahlen Hesse sich 
noch vermehren, indem man die bisher ecfundeuen PoriDeln durch 
Additiun und Subtraktiün combinrrte. Dicas will ich nber über- 
gehen, da die Ableitung dieser Relationen l>'icbt ist und ohnedless 
zu weniger einfachen Resultaten führt. 



lieber den Schwerpunkt des körperlichen Sec- 
tors eines Elüpsoids mit drei Acbsen. 



Herrn Lieuteirnnt von Scydlitz 

a EuuLgl. Preiiss. Sien (Leib-) liiftMiterie Ket;iiuei 



:,^ 



Aufgabe 1. 



[Reiche als Einleitung zur zweiten Aufgabe dient). 

st ein Ellipsoid mit drei Achsen a, b und c, nr< 
rechtwinklicben Coordinaten X, i; Z entsp 

egeben. KS (Taf. I. Fig. 4.) sei der Seh 

en Mittelpunkt 0, winkelrecbl zur Coordinal 
ebene X^Z . SIT sei ein anderer zu derselben IDbene t 
kelrechter Schnitt durch den Punkt Q. in der Untf« 
nung f)Q = a; von 0. Es soll der Schwerpunkt d 
perlicheu Sektors JUJVQOLK bestimmt werden, 
tieatriwinkel J/(^A= A"«*£ = « iat. 



kö^ 



1» 



Die Ciiiirdiuateu Jra z<i brsliiamenilen Scliwerpunkles * zu dea 
respektiven Achsen ieieo: 

so wird :r' uucli duascllie x' des Schwerpunktes des Körpers MKST 
sein, der zwischeu den beideu ScIiDittellipseD liegt, und es ist 
dkiier oach einer beknunten Enl^wicheluog; 



Die Fliicbi; MAQ sei p;'leicli ,^ uiiil die Coni'dinalen des Schwer- 
pnoktes run F seien y" und s", so ist: 



fy^Fäx^^fPflx, 



Eben so: 

Bpceichnen wir in Taf. I. Fit;. 5., wefcbc die Sclinittcllipse JtfT* 
vorstelle, die liiilbc grosse Achse 3fQ dtircti /, und die hiilll« kleine 
Achse Aq durch ^, teriiei' durch ip den Bugen für den Itadiüs 
= 1, welcher dem Winkel HQM enfspricht (ö«=e«.uud jV/*, 
deren Verlängeran^ HQ in /f schneidet, vinkelrecht auf ^/Q), so 
ist noch Lehreo der analytischen (ieometrie 

F=\rß9 (3) . 
/-= Fläche XPmF,) + ^\'QP{F„].. ' 
Bezeichnen wir die Caordinateit «, i und »„ h der Schwerpunkte 
*, und «^, der Flächen F, und Z',, mit y, und ^,„ so ist ,,j 

y"F=y,F,-^i/„F„. -i 

Nach den Lehren der Berechnung des Schwerpunktes ebener 
Flächen folgt, wooti wir einstweilen M als Anfangspunkt der Coor- 
dinaten betrachten und MP mit a:, ferner A'7*mit y bezcichaeo: 

Statt ^, )'—«/*=/—;• cos <p gesetzt unJ statt y, JVP^ß sin 9°) 
Und diese Werthe in die Gleichung (6) subatitnirt, giebt: 

') Schlägt man nämlich um Q (Taf. I. Fig. 6.) uiit der kleinen halben 
Arhso Jttl einen Kreis, so schnelilcn sich die Peripherie ilieses Kreises, 
die Winkelrecbte Np und der Raillus HQ iu einem I^unlite o (laut 
analytischer Geometrie) 

folglich op = yP 

= Qo sin öiaW 



rF='- 



20 



■^ (2y-t-y eoa <f)iy~y et« 9)'-t-^' m.t" .y C 



Dies giebt ducL gehöriger AnflÖBDiig . 



f.\Yßv=- 



(7) 



Bezeichoea wir nun ebeo so ilie Caordinateti Qi und Q/i der 
Scliwerpuokte «, und «,^ mit x, nad x,„ so ist 

i,"F = *,#•, -+- %„F,^ 

Nach deoEelben ADDabmen nie bei den Gleichangen (4) und (5) 

folgt: 

F,'^^Yß{<p — \ siD 3^), nacb Lehreo der aDaljlischen Geometrie. 
»,F, = ir«f-i ■i»2»)-^S'' (9) ,^ 

,„*.„ = S25;+2l!fc:i5) (10) • 

Für X und y <lie Werthe / — y <=f8 f und jS sin 90 subsHtuirt, 
giebt nacli gehöriger AuHösnug: 




."/•==' 



'-^ (11) 
(12) 



— !,, 
Aus der Mittelpnujdagleiehung der Elliiisc JABS (Taf. I. 
Fig. 4.) folgl: 

der nittel[)un]asg)eidiung der EDipse ARHB: 

WerDie in die Gleidiuogon (7) und (II) snbsliluirt, giebt: 



;').(1- 



=3;p<'- 



.?)(/(«•-«■)■ (13) 



jy"Faic=^^ (I— cos >p) J\/{a*~x^Ydx 

fVK'^--.T^Ydw = (^—^ + ^Ki/(«^ - ^=) 

(Hau sehe Meyer üiracli Integral tu fein pug. 135.^ 
/ ypi^^= "" - "" "^ (M. a. Meyer HirscL liitegriiUafeln |.. 141.) 

Es ist inithiD uacli Gleichung (1) ' <■ 

»■= ^;i ^ = (15) 




DieGleicbangen (17j und (IS) siod mit (8) uod (12) lu vereleiclien. 
Bh ist aber wohl zu beaditen, dass der VVerth von'v in (17) und 
(18) ein anderer ist, ah in (8) anU (12), indem ^ i-ioe Funktion 
Ton -^ ist. 

Crd in (16) y zu n, alau der cDtspreuhende WiDkcl =V 
aucli Winkel a=lSO", so wird «' = 0. Wird y zu %n. 



ff^^m 



alHQ auch Winkel a = 360o, an wird %' ebeofolM =0. Werden 
endlicli 9 und a nit ^ ^leicbzeitig ^0, so erfaült man aus (18) 



Aufgabe 11. 

1 gcuiDCtriscben Ort des id 
Scbwerpunktes g zu beslimoieD, 
^cben den Krcnzcu und 36»» aich stetig ändert. 

Tar. I. Fig. 7. stelle die xar Koordinaten ebene XZ (Taf.,1. 
Fig. 4.) recbtninkliche Schnittelliiise vor, die von dem Mit-. 
tel{jUokte des KIlipaotdB um ^' (siehe Aufgabe I.) entfernt 
ist, so wird die zu beslimmende Curve io der Ebene dieser Ellipse 
liegen, so lange iv als coaEtnnt betrnebtet wird. Der geometrische 
Ort wird aber eine Curve doppeller Krümmung werden, wenn ar 
mit tt gleichzeitig uls variabel eingeführt wird, wenn ^ z. B. alle 
Werthe von bis a durchläuft, während a zwischen den Grenzen 
und 360" sicli stetig ändert. 

Wir betrachten hier a: aber nur nis constant. Dann wird der 
Ausdruck; 



}-)A^(o' 



r')-t 



= 3 

(Siehe (15) und (16) der Aufgebe ].)■ 

Es' sei nun g (Tiif.l. Fig. 7J der .Schwerpunkt, der in der Aufgabe I. 
bestimmt ist und dnr dem Winkel JFO./'^a entspricht, *Cund CO 
seien die Coordinateo y" und s', W, »DC sei :=') und gD^ff, 



5 (Siehe Aufgabe I. Formel (15)) 
3 (Siehe Aufgabe I. Forme) (16» 




Aus Formel (1) fol^l 





i'(l - cos T)> 


5 (3) 




v'-i-ni-™ ») 




4(1-™») 




1--IC' 


.m»" + i>(l-.o. 


»)■! 


1/'^ 


- iT sin n -i- 





ja Formel (4) gesetzt, ^iebt 
Hf(I-..a>l'| , 



-3. (5) 



(4) und (3) beslimneD die Curve vallBtäodif^, die nacli der Form 
dieser beiden GleicIiUDgen im AllgviDeioen eine Spirole aciu wird. 
Nehmen wir .^' = ao , su wird der coastante Faktor ^ = 1 
and dann bestimmeu die G]eicliuaß;eD (4) uod (3) die CuKve, die 
der Scbwerpaokt eioes EllipaetisektorB L,OK (Taf. I. Fig. S.) be- 
schreibt, wenn u, also aucL <f, voo bis 360° sieb stetig ändert. 
Wir (volleo ('S) und (5) für .r=:0 nocb einmal neben einander 
stellen: i ,,, 



'<\- 






3?> 

Wird g)=:0, so wird aucb ii = 0, 

(Vergleiche hiermit Formel (19) der 

Wird 9 = ^, also 5p = 90'' = o 



.4'(i 
-i'(l- 



"I) 



t y)M- 



(6> 



(7) 



T» 



f^ wird dflnn =-jj-= -■ 
origen Aufgtibe). 
, so wird nach (6) 



" *? — l/(c« + A»j 
^Ä" . ain i? ^^ Ä. 



= ^^ (Taf. I. Fig. 8.) 
Folglich ti=iHKO_ 



Halbirt man daher OK (TaC. I. Fi^. 8.), errichtet in dem Balbi- 
raogapankte ß eiee Winkelrcchte, bis diese die Linie HK la G 
■chneidet, und verbindet mun G mit O, so ist GO ein geometrischer 
Ort fiir den Scbwerpunkt « des Eliipsensektors ilOA. 

if wird fiir <f^-^ 



■^x(c'-t-i')_*t/(c' 



:ach Formel (7) 



, Bo wird sio 9;:^1, folglicit 1 = 
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ij = 360», 

^ wird ein Miiximun für tp = 0. 

Nelimen wir nnu an, a, »laa f wachse über 360° LinauH, 
if werde z. lt. zii ^-f-S/r, so wird die Deulnng dieaer ADnahme 
folgende sein: 

Die ganze EllipgenBache KS (Taf. I. Fig. 8.). die wir hier ah, 
ein Körpcrdiff'eri'ntial aoseLeD, und die dadurcli entstanden ist, 
dass a alle Wcrthe von bis 360° durchlaufen hat, hohe eine ge- 
wisse Dichtigkeit D, so wird, wenn a zu a-|-2^wird, der Sektor 
I^OK, der dem Winkel a entspricht, von noch einnial so grosser 
Dichtigkeit sein, als der übrige Theil der Ellipse. Hut « ulle 
Werlhe von VLn bis \it durchlaufen, d.h. ist die '2ie ganze Drehung 
vollendet, so wird der Sektor /.fVA' iibermals zur gunzeu Ellipsen- 
flache geworden sein, die nun aber die Dichtigkeit 2/^ hat. Wird 
« KU «-J-43r, Bo wird der Sektor LOK, der dem Winkel « ent- 
spricht, eine Dichtigkeit hahen, die sich zu dem übrigen Theilc 
der Ellipse verhält wie 3 ; 2, Noch Vollendung der 3ten E(anzen 
Drehung wird die ganze Ellipseofliiche nur die Dichtigkeit ZD 

Wird « zu a + 23E, so wird auch y %\t y+Sir, nnd es hieiht 
in Formel (ti) sin >; ungeändert, in der äten Seite der Gleichung 
(7) ändert sich nur der Nenner. 

Bezeichnen wir den Vektor (0) während der 2ten Drehung 
(ji-|-2jr) mit (;(*), den Vektor während der 3ten Drehung (y-H^jr) 
mit vH) u. s. w., so Terhalten sieb: 

(rflJ, (AM, k(3), t>»), tpW 

umgekehrt wie die Glieder der Reihe 

91, 9 -J- 2«, If -+■ kn, (p -H 6jr, . 90 -H 2(» — l)?!. 

Z. lt. 

>;Ct) 7 + 271 - gl 

. . uQJ y ~^ If' 

Wird hiernach 91:=-^ = 45", so wird: 
Wird o)=-^ = 90", so wird: 




Wird 9 = 71 = 180", 



Wird (p = 2w = 360'*, so würde hiernach tß^ ^-^fi")werden, 
Bach, Formel (7) werden aber beide Vektoren ^0. ßs kommt also 



^ 



et'i, je mehr y sieb 3^0" nähert, dem Wertlie von w v^^ <lie Win- 
kel auch immer Daher, bii auf eine Differenz, die kleioer ist, als eine 
nocb sa kleine anzunehmende Grösse. Ist tfi::=0, so wird der Bipo- 
neai des Verbal In isses, fjl^ ; f(i>, nnendltch gmas, fC" macht demnocb, 
während 9 sieb stetig zwiscben den Grenzen und 360° ändert, alle 

Wertbe zviscbeo den Grenzen von — cd) und 7p vd durch. 

Folgende Tafel giebt die Verhältnisse von "t'P), d«), vW....iA"i 
zn vH) für gewisse (Verihe von i^; sie wird ein uugefälires Bild 
davon gebec, oüf welche Art sich die verscbiedenen Vektoren bei 
des reapektiven Drebuugen verändern, 

Tafel I. 







Wertbe in Theilen 


von t<» 






(rfS) 


v&i 


vd 


titS) 


(.•(«) 


9=2^'> 


1 
17 


33 


1 

A9 


1 
es 


1 

16»— 15 


y = 45» 


1 
9 


I7 


1 

33 


1 


1 

Sn-7 


9 = «^90» . 


1 

T 


1 
T 


h 


1 

17' 


1 
4n — 3 


9) = «=18Ü'' 


1 

3 


1 

y 


T 


■9 


1 

2W — 1 


Kämmt bei derAnnabe- 

nn^ von ^ zu 360» un. 

endlich nahe dem 

Wertbe 


"2 


1 
3 


1 
4 


1 

T 


1 , 

n 



I^Verbältntss de 


Dichtiskeit des Sektors zu dem 
' der miipBe. 


übrigen Theile 


tWährend der 
listen Drcbuug 


Wührend der 
'iten ÜrebuDg 


WSbrend der 
3teu Drebung 


Wäbrend der 
«tcn Drehung 


1 : 


% : 1 


3 : 2 


» : « — 1 



Nacb diesen beiden Tafeln und mit Hülfe der Gleichungen (4) 
und (5) der AuTgobe II. lässt sich der Schwerpunkt des von den 
heiden Schnittellipsen /IfT und KS (Taf. I. Pig. 4.) eiuseacblgH^^- 
nen Körpers bestimmen, wenn der Sektor MA'QOLK aus einer 
speetGsch schwereren Müsse bestellt, als der übrige Theil dos Rör- 
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pera, und wenn das Verhältniss der beideD Diclitt^keiten sieb auf 
eins der in Tafel II. nDeegebenen Verhältnisse zurück fähren läsat. 
Der Sektor eDtspreche z. ß. dem W. 99^45° und beEtehe 109 
Ptatina, während der übrige Theil des Körners aus Gold. Die 
Dichtigkeit des Ptutinn zur Dichtigkeit dea Goldes verhält sich wie 
235 : 193, WBB ' dem Verbältoiss von 5 : 4 ziemlich nahe kommt. 
Diesem Verbaltoiss entspricht nach Tafel II. die 5le Drehung und 
der Vektor cfU). In Tafel I. sDche man nna den Werth von t^> in 
Theilen von «Kit Sil g> — 45" 

Wir köoiien bieruuch indessen nur den Schwerpunkt des in 
Kede Htehcodeo Körgiers bestimmen, wenn der Exjionent des Ver- 
hältnisses der Dichtigkeit (/>') dea Sektors zur Dichtigkeit {/)) des 

iibrigeu Tbeilcs des Körpers =-^^ ist, wobei n irgend 

eine ganze Zahl bedeutet. Zur BestinnDung des Schwerpunktes 
für jedes beliebige andere Verhältniss der beiden Dichtigkeiten zu 
einander diene fügende Betrachtung. 

Hai der Sehtor gleiche Dichtigkeit mit dem übrigen Theilc des 
KÜrpers, so wird der Vektor (v) während jeder (nlco) Drehung ^=0. 

vW 

Ist die Dichtigkeit 
verschwindet eben diesi 
zu betrachten übrig, a|i 




Bs ist nun offenbar, dsss «>(") eine Punktion von 

zwischen den Grenzen von «^^l »nd -y; =0, fC".l sich stetig z 

sehen den Greuzen und tl'> ändert. 

Biernucb und aus der Anschauung der beiden obigen Tiileln 
folgt: 

Kür 9 = « = 180" ist t^''^ = ^~^iÄ"=/(^=r ^^) 

Kür „ = 45. „ =^,.a.t=f(f==^). 

und tiM für alle Wcrlhe 

1 und rl") für alle Wertbe 



Setzen wi 


r statt 1, h; 


..wird^ = 


von J. = f(». 




.„™d| = 


n Setaen w 


r atütt 1. 0; 


»>nS' = Ö- 






. Setzen w 


r nun statt 1 


X', so wird; 



I 
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.. =9«". •"> = iS^'>=''(^) 



Behalteir wir uoscr obiges Beiapie] mit dem Piatina und Golde bei, 
so könaen wir jetzt den Schwerpunkt des ffiuizen Körpers so ge- 
nau bestimmen, als das Verbältniss der Dichtigkeit des Platins 
zum Golde 235 : 193 genau beBtinimt ist, iodein wir »^235 und 
x = 235 —193 = « setzen. Dann ist: 

Für y = 45", ..«> = ^-«^_.^i,=g ^i). 



VI. 

Berechnung der Grundzahl der natürlichen Lo- 
garithmen, so wie mehrerer anderer mit ihr 
zusammenhängender Zahlwerthe. 

Von 
Herrn Prof. C. A. Bretachneider "^ 

in Gotha. 



Die numeriscbeo CniiataDten der Arithmetik haben i 
Zeit durch ihren Binfluss auf ilie Berechnung der begranzten lote- 
(rale einen hiihercn Werth erhalten , als man ihnen früher zu- 
icbrieb, und es ist daher dop|ielt nuthwendig geworden, die wich- 
ln*esten derselben anf eine grosse Reihe von DecimalslelleQ mit 
f t^lkommenster Sicherheit zu Kennen. Gleichwohl ist diese Forde- 
/ ran^ nur bei einer einzigen dieser Zahlen, nämlich bei der Zahl 
f T( in aller Strenge errültl:. Der Werth derselben ist durch wie- 
ilerholte Berechnung bis auf 150 Deciuialen sicher gestellt und 
jL-dea srössere Tafelwerk pflegt einen diplomatisch genauen Ab- 
druck derselhen zu enthalten. Nicht eben dasselbe kann man ron 
ii>?ii übrigen nrithmetischeu Coustnnteu sagen, und schon die der 
7.;i\i\ n so nahe verwandle Gruudznhl e der natürlichen IjogsrithmeD 



läsdt Zweifel über ibre absolute Ricliligkcit zu. Fast alle UDsere 
matbeniatiscben Tafdnerke Lnben die üble (^ewobnheit, in einem 
ADhaoge die ZaLlwcrllie der am bäuligateovorkommetideD Dumeri- 
scheo ConstsnteD nafiufübren, ohne auch nur mit i^iuem Worte xa 
erwäbocD, »b sie von den VerfüEsern neu berecbuet oder aus an- 
derea äboliclien Werken cntlebnt ^urdcD sind. Will man dann 
einen solclien Zubiwertk für irg'end eine grössere numerische Rech- 
nung zii Gruode le^en , so ßndet mun sich über die ZuverläBsig- 
keit deaaclben in peinlicher ÜugcwiBsheit; ja man ist oft nicht ein- 
mej im Stunde zu erkennen, ob die in der Tafel siehenden Zifiern 
von Umckfeblern frei sind. 

Eine Vergleichung mehrerer Tafeln mit einander kann hier 
naiürlicb nicht zum Zwecke fiibrea ;<denD wenn die aufgenommenen 
Data auH einer in die andere übergeg'angeo sind, so sind alle Recb- 
nun^s- und Drnckfebler ebenfoDs copirt worden. 

Ans diesem Grunde habe ich bpreits vor längerer Zeit eine 
Revision der wichtigsten numerischen Constantcn begonnen und 
tbeile hier die Resultate für die Zahl e und einige verwandte 
GrÖsBen als Probe mit. 

Bs wurden zuvorderst die Summen der vier Reihen 



1=1+; 



1 






i 



1V = 5,-1-. 



•IÜ-' 



und aus ihnen durch gehürige Verbindung' die nacbsteben- 
a Zahlwertbe abgeleitet: 

« = 2,71828 18284 59045 2353fi 02874 71352 
66249 77572 47093 69995 95749 66967 
62772 40766 30353 54759 45713 82178 ; 
52516 64274 27466 

-i- = 0,36787 94411 71442 3215» ,55237 70lbl 
46086 74458 11131 03176 78345 07836 
80169 74614 95744 89980 33571 47274 
34591 96437 46627 
« I = 1,54308 06348 15243 77847 79056 20757 
06168 26015 29112 36586 37047 37402 
"r 21471 07690 63049 22369 89642 64726 
Ji35M 3fli3ä5,|7(i«j____^ j^^^^^^_^ 
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eilt I = l,l7ä2t> ll!)3(i 43»01 45<>8K 'Zmi^ 5059^ 

60081 51557 17Ö8I 33409 58702 29565 • 

■^1301 33075 67304 32389 56071 17452 
68962 3391S 40419: 

C08 1 =0,54030 23058 68139 71740 09366 07442 

97660 37323 10420 61792 22276 70097 

25538 11003 94774 47176 45179 51S56 

08718 30893 43571: 

siD 1 = 0,84147 09848 07896 50665 25023 31630 

29899 96225 63060 79837 10656 72751 ',: ■ 

70999 19104 04391 23906 89486 39743 f, 

54305 26958 543-49 

Die FuDktioneD goS und ^iii sind die tou GuderroanD eiBgefiilir- 
Icn hyperhuliscbeo Casinus und Sinua. Vorstehende Resultate Bind 
>uf 115 Decimalstelkn berechnet,^ die letzten zebn Jedocli liitir neg- 
|[e1asgcii worden. Uebrigens hübe ich die letzte Ziffer stets nii^e- 
indert gelassen, jedoch in dein l'nlle, weaa die nüchsUoLreiide 
lOete Zi¥er eine- 5, 6, 7, 8 oder 9 wnr, dies durch ein beigeselz- 
lea Culun angedeutet. Üass die gaUze Rechnung, ohne alle Aus- 
ünhiiie do|jpelt geführt worden ist, versteht sich von selbst; und 
ich habe uuch ausserdem die Wiederholung' derselben ein ffanzes 
Jahr später vorgcDommen, uh die erste Rechnung, da ich früber- 
üa bei einer anderen Rechnung ähnlicher Art die Erfahrung ge- 
weht hatte, dnsR ich bei unmittelburer Wiederholung des (äiculs 
■wtrraal den Dämlichen zufälligen Fehler beging. Da übrig-ens 
•• Ae Resultate heider Berechnungen im Torlivrenden Falle nur um 
13 Einheiten der letzten 1 15ten Deci malstelle von einander ab- 
so diirfen die bicr gegebeneD Ziffern wohl uls völlip: sicher 
ugMeben werden. 

In der Einleitung zu Callet's thhles portatives de lo- 
rilhmes etc. pg. 112 findet sich der Werth von e auf 61 Deci- 
üalslelleD, aus dem Modulus der briggischen Logarithmen abge- 
leitet. Die erateu 41 Decimaleu sind richtit^. die tetiteii 20 total 
ITilicb. Es ist Dämlich der WeKh von e von der 40sten Stelle an 
nach Cnllet . . 46928 08355 51550 58417 2; dagegen 
d«r wahre Werlli 47093 69995 95749 66967 6. 
::> Vejcn'schen Ihesaurus findet sich pg. 309 die Zahl 0aDf44. 
"ciaulen berechnet, nur um 3 Eipheiten der letzten 44g(en Slellft 
ji ifroas; denn Veea hat . . . 77572 4712 anstatt des wahren Wer-,i 
N.:a" .. 77572 4709. 

GDdermanu. in seiner Theorie der Potcnzialfunktio. 
nen, bat die Wcrlhe von (Sin 1, (Sd6 1, siu 1 und cos 1 auf 2Ö 
DecimaJen gegeben. Mit Ausnahme d«r letzten Ziffern jeder dieser 
Zahlen sind die übrigen sämmtlich richtig. Nur in dem Wertho 
Ton coa 1 iat die 13le Dccimale falsch , indem es statt . . 68039 . . 
(ielmehr . . 68139 . . heissen muss. 
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: für e liabe icb dano feroer die SumiueD der 



für alle Wertlie von ^, vua 2 Ms zd 10, auf 25 Decimalea berecb- 
net und dadurcli die Zalilen erhalten, welche unten in der erstea 
Tafel bis anf 20 Deciinaleo zusitmiiieu gestellt sind. Die Probe der 
Richtigkeit der eiozelneD Resultate wurde dadurch erbalten, dass 
die Sui^nc der oben angeführten vier Reihen genau den^ielbea 
Werth für «^ ergeben musste^ der durch successive ftlultipHcalioD 
■ Ton e eefiinden worden war. Bei der grossen Leichtigkeit nit 
der sich aas den Gliedern der Reibe ftir e^ die Glieder der Reihe 

för fe^d . (Lc) finden i 
. . tt^alfqnktionen 



, habe ich auch die Wertbe der la- 



/®ili^.^=e3^; /'s 



lern Ende wurden die Summen dor 



f^r die Wertbe von ^ = 1 bis ^=10 gesucht und aus ihnen ^ 
Wertbe obiger (ntegraifunktianen abgeleitet. Bine Probe der B 
nung erhielt ich dadurch, dass icb den Werth li e' unmittelbar j 
der von mir früher eutnickelten Formel (tbeoriae loa 
integraÜH lineamenta nova in Crelle'a Journal Bd.^ 
I.g. 2§4 Nr. 59.) 

li 6^+1 = 11 e'-he'+^S'^—K,+K^ — K,-i-. 
beracbnete, in welcher die Grossen K„Ji,Kj n. s. w. mittelst i 
Recursi o n sf rm ei o 




Ä, = 1!(*-J-1)Ä,--^ 

abgeleitet werdcD kÖDuen. Da aber diese Porniel den Werth vob 
li nothwendig' voraussetit, so Trurde letzterer ans der GruDd- 
fonnel 



nb .iweimali^e BereebDOn^ auf 40 DecimalEitelleii cotwickek, 
iroDB sich, mit We^lassuog der 5 ictuten Stellen, folgende Re- 
blate ei^abeo: 

li « = + 1,89511 78163 55936 7a54fi 65209 343S1 63426: 

li y=— 0,21938 39343 95520 27367 71637 75460 12164; 
€3 1=-+- 0,83786 69409 S0208 24089 46785 79435 75630; 
es 1 =-»-1,05725 08753 75728 51457 18423 54895 877iß; 

ci 1 =+0,33740 39229 00968 13-i66 26462 03889 15076; 

fi l = + 0,94608 30701 67183 01494 13533 13823 17965; 

leb bemerke bei dieser Gelegenbeit, dass ich vor Kurzem cioeo 
poi eiofacben Weg auf^efundpn habe, die bisher immer nocb so 
■Ühsame Berechnung der iDtcgrallog-erithmeu sehr grosser Zahlen 
luoehmend leicht zu bewcrkslelligen. Miid bat nämlich allffemeio 
bildende Formel: 



li {«- + ^) = li 



■Mff [' 

. de-)- 



lg (e" -I- j:) . 



iu welcher >' = l + - 
''leicbuBg 



: und die CoefficienteD C'p- 



P(P-H1) 



obiger Formel 



bestimmt werden. Setzt mau nun iu obig-er Formel z. B. n^lO, 
also £" = 22026,46579.. su braucht man nur ;r = — 0,46579 . . 
d. b. gleich dem, mit der Poieüz e" verbuodeueu Ueclwalbrucb , zu 
setzen, um sofort den Integral logarithraen der hohen Zahl 22026 zu 
erhalten. Es ergielit eich daraus der Werth von le >=;0,00002113.. 
au dass die zu berechnende Reihe ausserordentlicb schnell coDver- 
i;irt. Han kann onn leicht weiter it^ben und für ^ grÖBsäre 



Wertlje n 
erhalten. 
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, ui]il wird fiir Ig v immer noclt selir kleine Werllie 



;r = — l,4fi579.. 
a: = ~ 6,46579.. 
ar = — 26,46579.. 



r=: 22025 und [g v = 0,00006654 
37 = 32020 und Ig »' = 0,00029357 
a: = 22000 and tg »> = 0,00120226 



n, B. w. vorana sich die ungemeine Brauchbarkeit der zu Grunde 
gelegten Formel wohl aatteam ergiehr. Selbst hei weit niedrige- 
ren Potenzen von e wird eie nuch mit Vqrtheil angewendet werilen 
können. Denn es ist i B. für die drille Poteni von e der Wertb 
«' =20,08353 . . und dies giebt 



rar a; = - 0,08353. 


«■+^ = 20 L 


«dl5 


= 0,00126772 


für ir = — 1,08553. 


«■ + a; = 19 ■ 


DJ IS 


= 0,05556101 


für ^= — 2,08553. 


e-+a: = lS . 


ad Ig 


= 0,10962823 


gUicLtn 


. e'+:r = 21 


..dig 




für «=+ 91M6. 


v = 0,04452244 


für « = + 1,91«6 


. e* + jr = 22 


«od Ig 


» = 0,09104245 


für ^ = +14,91446 


. *''+a7=35 


uadlg 


» = 0,55534806 



SO dasH aelbst für x'^-i«" jedes folgende Glied der Reihe 
mehr als die Hälfte kleiner ist, als das vorhergeh od de. 
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VII. 

füebep eine geodütisclie Aufgabe. 

VOD 

Aem Hernusgi'ber. 



Bei einer Triangulirung; kuan xuweilen der fulgeode FaU vor- 
liwiinen. ßf und At, sind zwei Punkte, deren Lap:c iiua einer 
Mbero Messunc; bekannt ist, M»n kann aber keinen dieser beiden 
Punkte von dem Dodern aus sehen. Dagegen siebt man annobi 
TOD JH, als nucli von J/, dus, drei andere ilirer Lage oacli unbe- 
buiDte Punkte y/, ß, C, und misst in JV die 180° niclit Uberate!- 
pauieD Winkel JMB, BMC. CMA, in M, die 180° nicbt über- 
tlB%ejM]en Winkel dJU,B. BM,C, CM,A. Ist es dann noch 
■iglicb, die drei Winkel A, B, C des durcb die ebeo so beseich- 
Dften Punkte bestimuilen llreiecks ABC, licssen den Winkeln ji, 
B, C gegenUberslelieude Seiten wie geniibnlicb durcb a, li, c.bc- 
leidinet werden eulleo, zu messen, so kann man jederzeit die 
Luge der drei Punkte A. B, C bestiminen, wie im Pulsenden ge- 
leigt werden soll. 

Man nehme eine Ü^eite dea Dreiecks ABC, etwa die Seite c, 
kIi Läagene^nbeit iin, so bat man fiir die drei Seiten a, b, c des 
in Rede siebenden Dreiecks nach einem heknnnten Elemeutaraatze 
der ebenen Trigonornttrie die folgeuJen Ausdrücke: 



1) 



I fc" 



, (^ — 1: 



lud kann also die drei Seiten a, b, c in Bezug auf die angenom- 
■en« Ijängencinbelt aus den gemessenen Winkeln A, B, C leicht 
berectinen. 

Da die Lage der Punkte Mr ^, als bekannt voransgesetzt 
nird, Bo nebmen wir on , dass die Coordinaten dieser Punkte in 
Bezug ouf ein gewiBses rechtwinkliges Coordinatensystem, welches 
im Folgenden das primitive Softem genannt werden soll, gegeben 
sind. Nimmt man nun A als den Anfang. AB als den itusitivcn 
Tbeil der Axe der | eines neuen rechtwinkligen Ooordinatensj- 
Btema der ^i;, und, was offenbar immer möglich ist, den positiven 
Theil der Axe der i^ so an^ dass man sich, um von dem positiven 
Theile der Axe der g durcb den rrchlen Winkel (tn) hindurch zu 
dem positiven Theile der Axe der ri zu geinngen, ganz nach der- 
aelben (ticbtang hin, bewegen niuss, nach welcher man sich bewe- 
irea musa, um von dem positiven 'rheilc der ersten Axe des primi- 
tiven Systems durch den primitiven Coordtnalcnwinkel hindurch zu 



d«in posiliven Theile der zweiten Axe 4^8 primitiTen Syslens xu 
gelaaeeo; so siad in Bezog auf dieses aDf^enüinnieDe neue recbt- 
wiaklige Coordiaatensystein die CoordiDsten der drei Pnokte .4. 
li, £^ offen bar respective: 

0, 0; c, 0; (^ COB Ä, ±6 SID J; 
nder oacb dem VorLergebendea : 

0,O;l,0; "',f/'°' ,±"".-f„"°", 

wa in dem i^usdrucke der zweiten Coordinate des Punktes C das 
ubcre oÜer untere Zeiclen j^eDummeD werden mnis, jenachdem der 
positive Tbeil der Axe der i^ out' derselben iSeiie von .IB nie der 
Punkt C oder auf der entgeg-engesetzteu Seile tuo ^JB liei;t. Aus 
diesen so eben bestimmten Courdinaieo der Punkte ^i, B\ C und 
den in JU und J/, gemessenen, 180" niclit übersteigenden Winkeln 
^JUB, BMC, CMA und AM.B, BM.C, CM,A kann man nun 
nacb dem Pathenot'sclien uder vielmehr Snellius'schen Problem, 
etwa mittelst der Tbl. I. S. 446 — S. 44S entwickelten Formeln, die 
Cuordinateo |, i; und ^,, 17, der Punkte M und M^ in dem Sy- 
steme der Xr{, so wie auch die lintfernungeD MA, MB. MC aud 
M^A, M,B, M,C berechaeo. 

Denkt man sieb ietit durcli den Punkt M als Anfang ein dem 
S^s!eme der ^ parulleles System der ^'if gelegt, und bezeichnet 
die Coordinateu des Punktes M, in diesem Systeme durcb |',. 17*,, 
die Länge der Linie MM, durcb (ß), und den von dieser Lini« 
'. dem positiven Tbeile der Ase der £' eingeseblossenen Winkel, 
■'■■ ■ ■ ' ■ ■ "■ der 



I diesen Winkel 1 



iven Tbeile der 



i' un dnrcb den recbten Winkel (l^'J biodurcb von bis 360° 
zäblt, durch @; ho ist ofi'eiibar in völliger Allgemeinbeit 

2) . . . r. = (e) eos 0. n\ = (e) «n Ö. 

Nacb der Lebre von der Verwandlung der Coordinaten ist ) 
offenbar 

§, =S-|-?'.,>3, ='H->j', 



S'i =5. — 5i 1'. =1, — •?; 
d. i. nach dem Obigen 

3) ... (9) cos = 5,—?, (e) sin = 1?, — »!; 







& und (ß) leicbt berechnet werden kSI 
I den positiven Winkel oder Bogen 0, welcher 3 
nicht übersteigt, zwischen und 180" oder zwischen 180° 
" zu uphrnen hat, entscheidet man dadurch, dass man für iaj 
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mer denjcDigen der beiden io Rede slelieodeD Werlüe zu setseu 
hat, welclier mitteliit der FurmelD 5) für {q) einen {jositivea Wertli 
liefert. 

Wolil zu beachten bnt (udd, daas bis jetzt immer die !jeilc 
^B oder c des Dreiecks j4 ß C ale LäogeDeiirfaeit aog'eiiommen 
worden ist. 

Da die Lage der Punkte M und M, als bekaont aogenomuien 
wird, so sind, nie scbiia vorbcr bemerkt worden ist. ihre Coordi- 
natea x, y und Xi, ^, in Bezug auf e)u gewisses rechtwinkliges 
CnordinirtenBystem der xy und eine bestimmte Längeneinheit, 
welche durch /* bezeichnet werden mug, gegeben. Legen wir nun 
durch den Puukt M ein dem primitiven Systeme der xy iiarallelcs 
CeordinateiiByBtPDi der x'y', und bezeichnen die CouTdiniUcn des 
Puuktes M, in diesem Sjstenie durch x',, y*, , dea numerischen 
Ausdrack der Lauge der Linie !H^^ in Bezug uuT die Längen- 
elnbcit fi durch (, und den vou der Liuie MM, ia\t dem |jositiven 
Theile der Ave der x' eiiigeschlosBenen, vnn dem positiven Theilc 
der Ase der x' au durch deu rechten Wiukel (x'y^) hindurch toii 
bis- 360° gezähltea Winkel durch y; su ist offenbar in völliger 
l^Ugcineinhcit 



6) ...jf, =e cos 9, y\ 
1 nach der Lehre von der Verwandlui 



r Coordinntcn ist 



', =jB- + jr',,y, z=y-^y\ 



i nach dem Vorhergehenden 



- ^, e sin 9 = 7/, 



r«l^lich 



. tung <p := '^ _' , 



0) ...? = ^ 



- ^JJl 



r BügCL 



■itteist welcher Pwrmeln «p und Q berechnet werden k' 
UD den positiven. 360" nicht übersteigenden Winkel i 
<y zwischen und 18(1" oder zwiscben 180" und 340° zo i 
lial, wird dadurch jederzeit leicht entschieden, dass man für <f 
iiumer denjenigen der beiden in Rede stcbeuden Werthc zu selxcu 
Uli. welcher mittelst der Furmclu 9) für q einen |iasitiveu Wert!: 
■iefert. 

Nach dem Vorhergehenden sind (p) und q die numerischer 
Ausdrücke derselben Linie MM^ in Bezug auf verschiedene Län- 
geneinheiten, nämlich reapective in Bezug :iuf die [jängencinheilrri 
~ and /i, und es ist oIno eigentlich 



L 



MM, = {g)c, MM, = qh. 
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iuglcicli 



fulgt, oder auch 



1") 



"(er 



wcDD muD nur den Ausdruck auf der rechten Seile des GIcicUheits- 
zcicheos auf die Läogeueinlieit fi bezieht, wodurch also die wolire 
Grosse von c in Bezug auf die der urspriinfi^licbcH HesBung, ans 
welcher die Lage der I'uukte M und jW, hergeleitet wurde, tum 
Grunde gelecle Längeoeiuheit ;U gefunden ist. Uie uumeriscbeu 
Anadrucke idler im Vorliergehenden in Uezuji^ auf die Längenein- 
heit c berechuelen Langeu in Bezug nuf die Läageoeinbeit fi er- 
hält man, wenn man die in Rede sleLendeu Längen in Bezug auf 



die LäDgeneinheit c sämmtlicli mit deai Bruche ,— : miiltiiilicirl, wie 
ouf der Stelle erhellen wird, au dnss also hiernach auch die nume- 
rischen Ausdrücke aller dieser Langen in Bezug auf die der ur- 
spriinglichen Alessung, aus welcher die Luge der Punkte 3f und 
Af, hergeleitet wurde, zum Grunde gelegte Längeueinhoit fi ohne 
Schwierigkeit gefunden werden kann. 

Endlich wollen wir nun noch zeigen, wie, iudem wir von jetst 
un natürlich immer die Liingcueinheit (t zum Grunde legen, die 
Coordinalcn X, ¥; A,, 1',; A',. J'^ der drei Punkte J, B, C, 
deren Lage zu bestimmen unsere eigentliche Aut'gulie ist, in Bezug 
auf das primitive System der ay gefunden werden künnen. 

Zu dem Ende bemerken wir zuvörderst, dasa aus den hekanu- 
len Winkelu ® und tf immer leir.ht der Winkel ^ abgeleitet wer- 
den kann, welchen der poBitive Theil der Axe der %' mit dem p»- 
sitivcn Theile der Axc der x' einschliesst, wobei man diesen Win- 
kel wie gewühnlicb von dem positiven Tbeile der Axe der a^ an 
durch den rechten Winkel {x'^) hindurch vau bis 360» zahlt. 
Bei der Aufstellung der an sieb übrigens sehr einfachen allgeniei- 
den Winkeln @ 
, weil man sieb, 



I Regeln für die Ableitung des Winkels ^ u 



D wollen wir uns hier jedoch nicht aufhalten, 
wenn nicht auf aud^c Weise, doch immer durch eine leicnc zu 
entwerfende Figur bei diesem Geschäft wird helfen kooneu. 

Die Koordinaten der Punkte A. ß, C iui Svsleme der af^, 
dessen Anfang m ist, aeien A', >'; A',, Y\\ X'„ 1", ^ und 
X', ^'; X',, Ö)', { 3C',. ^'a seien die Courdinaten der Punkte A, 
H, C im Systeme der IY< dessen Anfang ebenfalls M ist. 

Da das System der $Y dem Systeme der ^i; parallel ist, und 
§, T\ die Ccior'dinalen des Punktes '31 in dem letztern Systeme in 
Bezug auf die Längeneiaheit c sind; so ist, weil nach dem Obigen 

' (?) ' (p) ' (?) ■* 

die Cüordinaten der Punkte J, B, C in dem Systeme der tt 



scbun obei] ilie nSthigc BcsiliiiiDuiig grge- 






cb immer iu Bezug auf die Längeneinheit /i) ■ 
re von iler VerwandluDg der Courdinutcn 

o=i5+r,o=x,+ä,.,. 



12) 



'='.=is(l-S). 9'.=- 



Il',= 



(4< 



dienten r, a'i S',, 8',; I'„ a'. 
erwantllao^ der CoordiDaten ist 



V = 3£' si 

r, =3£', 



U'i COB ^; 
9'j COS l/<; 



■ilteUt welcher Formeln di 
beNclmet werden können. 
Nacl) der l.eltrc von 
MtB ferner 

B) A'.=3E'. CSV-?)', 
(X',=3E', cos >p-%:. 
mi 

(14 X.=j?+X',, Y=y+¥\s 

is,=x-i-x',, Y=t/+Y\, ,; 

cittelst velcber Formeln also jetzt die gcBUcliten Coordinateii X, 
f; X,, ¥, ; X„ K, der Punkte ,-l, Ä, C in Bezug auf das pri- 
»tiTe Sjatem der ^y gefunden werden können, und die Lage 
dieser Punkte daher bestimmt ist, nie Terlangt wurde. 

Beicicbnet man die von den Linien m3, MB, JVC mit dem 
positivm Tbeiio der Axe der |' eingescblossenen und aufgewöbn- 
licbe WeiEe von bis 360° gezäblten Winkel durcb l, %„ C, und 
setzt MA^r, MB^r,, ,WC=:r.: so ist offenbar 




uffliiL' H. y 



U WH 
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mittelst nelclier Formela die Winkel Ci Cn bi berechnet werden 
können °). Hut man ober diese Winkel, so ist oacb 13) 
, X' = r cos (t(;^-£), r = r Sir. (VM-D; 
(6) X',=r, cüs(v + ?.), l\=r. 8iü(V' + C,); 
(A\=:r5 cus (V + e,). Yt^r, sin (V + £.)i 
und also nacli 14) 

( X = .ar + ^ cos (VI + C), r^y + »' sin {V H-C); 
17) X,=^.+ r, cos{v-v:,), r.=y + i-, Bln(V + C,)? 

f X, = .r-+-r, cos (V + C,), y, = y + r, sin (V + C,). 
Die roriierceliende Auflösung unserer Aufgabe, obgleich dieselbe 
eine dopijeTte Anwendiiaa; des Poiheoiit'gclien oder vielmehr Snel- 
liits'^chen Problems in Aosprucb nimmt, sclieiot uns deHseaang;«- 
acbtet für die wirkliche Anwendung die meisten Vurtlicile zu ge~ 
währen, weshalb wir fnr jetzt andere AuflösuDgen derselben nicht 
g-eben, nnd mit der Beiaerkung. scblieseeu wollen, dass man diese 
Anfgabe, unter einem rein -geometrischen flesicbtsjiunkte aaFtcefasst, 
auch auf fiilgende Art iiusdriicken ktinn; 

Es seien zwei Punkte /tf und ßf, gearebcn; mau soll 
durch den Punkt Jft drei unter 4regebeDeu Wiukeln ge- 
gen einander geneigte gerade Linien (1), (2), (3). durch 
den Punkt 3/, drei ebenfnils uutcr gegebenen Winkeln 
gegen einander geneigte gerade Linien (l,), (2,), (3,) so 
legen, dasa das durch die DurchschniliBpunkte der Li- 
nien (I) und (1,). der Linien (2) und (2,), und der Linien 
{3} und (3,) bestimmte Dreieck einem gegebenen Drei- 



ecke 



ähnlich i 



ichten uns wohl nrlauhen, dieses Pniblei 
des Archivs zur weiteren Cntersuchung zu empfehlen, 
so viel uns wenigstens bekannt ist, sonst noch keim 
gefuDden hat. 



den Lesern 
da dasselbe, 
Beli&udlung 




^ 



VIII. 

üeber die hohem Difierentialqaotienten der 
Fanctionen 

y+cos 3S 



IH-Sy cos x-^y"^^ 1-h^ cos ^H-y^ 

in Bezn^ auf o) als veränderliche Grösse../ 

Nach Tlteoreiuata nova de integjalibus definitis. sum- 
matione serieruiu earumquo in alias series traiisforma- 
tione. Auetore C. J. Malmsten, Pliil. Mag. ad 
Reg A c a d. Up s a 1. Math, i n f er. Do c. Upsaliae. 
MDCCCXLII. p. 26 — 35 frei bearbeitet von 

dem Herausgeber. 



Ks nnterlicfft keineiD Zweifel , <lass die Lelire vun den iiöliern 
liiilquulietiteD zu uocb maiicIicD inte res sunteu neaen [luler- 
iKhuDgen Geleg;enheit Jnrbieten kaun, und ea ist nach UDserer 
IU«b«rzeugi)D^ jedeofalls sehr wUnacheDSWerth, daaa inaii sicli nuch 
als blauer geBclielien ist mit der Eiitwickelung allgemeiner 
Ausdrucke für die höhern DifferentinlquotieuteD der Functionen, be- 
«ehäftige, da ja dieselben heksnntlicb für die Gotwickelun^ der 
Fanciionen in Reihen, für die Theorie der beatimoiten Integ^rale 
und für viele andere ünterauchungen von sebr grosser Wichtigkeit 
sind. Ein schönes Beispiel einer aolcben üulersucbung über hö- 
here üifferentialquiitieoten hut ueuerlichat Herr C. J. Maluisten 
za Upsala in dec oben genannten, nncb viele andere bemerkens- 
iverthe Reanitate eDtfaiiltenden. Abhandlung gegeben, und wir gluu- 
bcD, um so mehr, weil dieae Abhandlung wnhl schwerlich in die 
Bände vieler deutschen Mathematiker gelangen wird, den l^aern 
des Archiv! einen Dienst zu leiaten, wenn wir ihnen die in Rede 
stehende Untersuchung dea flerrn C. J. Malmsten ihrem, weaent- 
lich^D Inhalte nach im Folgenden mittheileo. 
Die beiden gegebenen ruucttoneo' sind 



P=, 



-t-a^ c 



a;+y" 
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und tlic Aufgabe ist, allgemeine AnBilriicke f^r die bahern Difiereu- 
tialquoli eilten dieser beiden Fuoctiopen zu finden, weun man in 
ihnen a: als verän de Hiebe Grösse , y dagegen als conslnnt foe- 
troclitel'. 

Wenn das SjmLal e seine genülinlicLe Itedeutung bat und der 
Kürze wegen ■ für v~-\ geicirieben wird, so selxen wir im Ful- 
genden 



X »<rjH 



^'f. 



Aus den beiden obig«n Anadrücken von Ug und Fa erhült man 
durcb ganz elementare Rechnungen 

i^„ F, = 1 1 + y(e« -*- r-') + y' I -', 



f^,-F.=r 



Weil osD bekanntlich 



2 + y{e-j-f.e-'>) 



e*-j;_e-*i = 2i 



t'„F„=(i+2y 
-6-„-F, = nr 
f. + F„ 



ar, ^' + t-'^ ^ 2 c 



|-2y coa 



£^D - F, _ 



Onrcb DitferentiatioD ' 
Schwierigkeit 



ü„ und Fo nach ; 



erhält man obDe ' 



r.=^= 






also, wie man durch leichte ftecbaung findet, 



^asm 



' 1 ii + S<e''*+e-.^)+yM'' 



llitTereDliirt uiun t'eraer die Functiuu Q ducIi ^, so crli 
'«f_ (l-y')sinj: 

da: (1 + 2? t^i's jT-j-y')" 

und tiacli dem ViirliergelieDtleD ist folglich 
Ü, + r, dO. 

2 — y da:- 
Daher linben wir jetzt die beiilen fulgeudea Reialiuaen 



1). 



yJ^, 



uw deticD sich durch fortgesetzte DiffereDtiutiuD, uoter Anweuilun^ 
der 'il)en eiuj^efülirten Bezeichunusft unmittelbar <tie heiden fnlgcn- 
dey Rdutiuoep ergeben; 

deren erste, wie aus dem Obigen hervorgeht, für r^O nicht, sud- 
dern bloss für r ^ 0, die zweite dagegen für r ^ gilt. 

Ans diesen Gleicbungcn ergiebt sich, diiss es, um ^-^ und j— 
m finden, darauf ankoniml, f'r uiid Vr au finden. VVeil aber Kg 
ant l/„ erbalten wird, weuu maa in der letztem Grösse — ^ für 

X *vtu, Bu geht oOenbur Vr^-j^, wenn nuin darin — a? für ^ 

setzt, lu ' ir'.lwii ;(»J . 



(-1)' 



d-^F« 



= {-lYV. 



6ber, uDd es wird alsu jetzt bluss darauf ankiut 
L'r t.a finden, aus welub^ aich dnun P^ durch die 
\ Substitution leicht herleiten lassen wird. 
Nach dem Obigen ist 

V, = .-, ■■■ 



I der Gleichung 



1 + ye-'^ =^jr' y^"== 



j.jit^Cjf . 





f -^^M 


K woraus v^^^^^^V 


1 u. = i VAi~tj\) = Hi/,-tr.*) 


m" ergiebr. Weil ddd überhau()t 


1 ^-=S' 


I^ iit, K erhalt nun leicht nach noi) nach 


fc U^=ü,, 


^m 


^^^H ^=U„ — 3t/^* + 2V„', 




Beseichoet man «Iso überhaupt den Dumerischen CaefficieDleD 


von ü„^ in der EatwickeluD^ tod -^ Doch den Poteosen vod U, 


durch das Sjnbol a; lo igt nach ilem Vorhe iahenden ofleDbar 


3)... f=£f- .)-."•/' r... 

folglich, wie «oglelcl. in die Augen fallen wird, 


4)...^'=gi.).'-*'rv-. 


DifferenHirt man die Gleichung 3), oatürlich in Bezuir »uf ^ ali 
veTäBderliche Griisse, ho erhält maa mit Hülfe der am dem Obigen 
bekaonteD GleichuDg 


&.=f(r„-/7„») 


ohne Schwierigkeit 




^^^, -|2%V"aV.- 


^^Hf^ 


^^^B. 


^^^^^^^^^^^B 




H +<_l)r+l(r+l)'"r'Vo'^. 


V Vergleicht man dies mit der Gleichnog 4) , nämlich mit der ^ 
W «hung 

i 





45 ' 

1 






t ■ 






(r+.l, S) 




(r+l, 4) ^, 




U. 8. W. 


-(- 








Ur 



•0 erhält inan xwiscbea den numerischen Coefficienten von -rr nnd 



-r^ die folgenden Gleichungen: 



\ 



(M-l, 1) (r, 1) 

(»^1,2)' (r, 2) 

a =2 a - 

(M-l, f ) (r, » 

a =3 a - 

(r+l, 4) (r, 4) 

a =4 a 



(r, 1} 

2 a> 

^(r, 3) 



(' 



U« o* W« > _ < 

- a =(r-M) a S-r a, 

lerleksichtigt man, dass in der Reihe 

(r,!! ::.£r,2) (r, i) (r, 4) 

0, d, a> 0» tt. s. w. 

\ (r, r+t)" 

aUe Glieder von de^ Gliede a an Terschwinden» so kann man m 
[.Tölliger AUgemeinheit ^ 

5)^.. a. =Ar a-+(Ar — 1) tt 
seteen. 

Mittelft dieser Gleichung kann man nun mit flülfe der hekann- 
ten Remonlli'schen Schlussart und einiger, einfachen Sätze von 
den BinomialrCoefificienten sehr leicht zeigen, dais allgemein 

6) ...a = M^f^iJk--iy 



1.2.« » 



(*^3)' 



, * 



48 



(l-*-2y cos x-l-y')*- 
Fiibrt m^u dies in die Formeln 10) ein, an erhält n 



1 



») 



(l+2y cos jr + y')* 
<*"• *J . y s,\\\ X 

' 1 + y eus -r 

i. ' 

1 0*44, *? , y sin if 

1^3^+1 — y iä ^ * ' 

(1-f-ay cos :r + y»)* 
e-, *> „ si„ j. 

' (l-«-2y eos a- -j-y')* 

Aus der ersten und vierten der vorhergeli enden Gleioliungei 

folgt, wenn uiuu dieselben auf beiden Seilen mit ji uiultiplicirt, iin 

dsun $/ = ^ setzt, unmittelbur; 



12) 
nie Difiereutialiguotieuteu von 






i(-l)W = 



in Uezug- auf y uls veränderlicbe Grösse sind, wie man leicbt &a- 
det, respective 



) liierxu, dnas für y^O 

ä^P if" sin j; , 

fiel" (tifl" : — * '" *'" ■*^' 



^ Mt; SO ergiebt sich nacL beknunten SätieD der DiSerentialrecbnan^ 
^ aus der ztceiiea und drilt^D der lileicbuDgen II) leicht, ilasa 

li=37i-t-l (an, Jt) 

^ (- 1)^-1* fl =: I, 
13) " 

AoB deo aus dem Obigeo bekanuten Relationen 

fr+U 

a 

erglebt sich leicbt 

f. I) 
14) . . . a = 

Fgr y= 1 ist 

in »t nacb der 
man in denEelben y=l setzt, 



{r, 1) (r, r+i] 

14) .. . a = l und fl = I .2 .3...r = r(rH-l)*). 
^Iio iBt nacb der ersten und zweiten dep Gleicliungen 11), wenn 



(Jn+I, i) 



, , ifr img ta? , , fr%*'^ ,w_, a sin t Arclangbmg jg 

** rf««" — '• ^ ;~\ ^ 2* cos Ja;* 

«der 



dSM-l tang Ja: 



(-l)".!LJ(-l)'-i- 



t ArcCangtang ja' . 



2* t 

WO nacb dem Obigeo, weil 1+cos a: = 2 cas ^^' iminer positiv 
■st, der Boicen Arctauglaog' ^^ si> i^eooniinen werden muss, dass 
er sieb im ersten oder vierten <ti'a<lruulcQ endigt, jeaacbdem sin o! 
positiv oder oeiiuliv ist. 

Setzt mnii iar flir ^, so erbält man 

i^^^F=(-')--^y')'- °"^""'S'..''.T"""'' 

15) j 



-ES- =(->)" . »«-g-l)^' ^ 

wo der Bugen Arctanglang x so genommea werdet 



•)■ Tbl. II. S. J04. 
Tbrillit. 



Ji }^m 



«■ sich im «raten oder vferteb Quadranten endigt, jenachden 
sin 2.r pOHiliv aderneffatir iit. 

Ist der absolute n'ertli von a: oicbt f^rüsser als ^tt, so iai 
offpnlyor immer sin 2^ poslric oder negativ, jenaeiidein x |jnättiv 
oder negativ ist, oder sin äjr hut mit sid jt immer einerlei Vor- 
zeiclicn, nnd in diesem Kullc kiinn »an also, wie so^leicli in dje 
AugeD fallen wird, immer Arctang tang a-^^, folglicb uadi 15) 

; ' (in+l, i) 

) (/j*>-+-l — ' ' " ■ *^ i~\ '' 2* cos ;e* 

.( -J^^ = ,-|)»...^^f!^«M^.^, 

Für y = — 1 ist ' ' (I. I ;r;'; n^ 

Adtea- isl wieder Aa«di der erstem uml amcilen <kr Gleicliuu^en 11), 
wenn man y = — 1 seui, 

i- ■ iUt^t = — (— 1 )"f — ' > ' »l.inArf- • 



5» .in i^t 



,^, (Sb-M. -I) 

(2", X) . 

A:«» ~~'~^'bl~ ^^ ' - 2* sin i^ ' 

«a dacli dem Obigen, weil 1 — cos a? = 2 sin ^.t' immer pttsiti* 
isl, der Bogen Arciang [ — cot Ix) so in nehmen isl, dass er sieb 
im ersten oder vierten Quadranten eudigt, jenacbdem — sin x pa> 
siiiv oder negativ, d. i. jenaclideiD sin ar negiitir odpr |iositiy'iBt, 
Ofienbur kann man aber aucb ' 

g cos * Aretangcot ja? 
2* sin'ij^t '■ • 

seben, wo nun der Bogen Arciang cot i^ so genommen werdei 
muss. dass er sich im ersten oder vicrteo Quadranten endigt, je- 
nacbdem sin ;v positiv oder negativ ist. 
Setzt man 2^ für a:, so erbalt man 



sn 



(Sm-i,»1 



ij»oiwtihrJ-*-^.iIi ^liq-trt ■ 



= (-1).. 



(^l)i-j- 



etis t- Arctangcot x 
I 2* sin a* ' 

a am t Arttang-co t 3; 
2* sin a-i ' 



1 werilen muss, dasa er 
iocligt, jeaacbtleiq sin %v 



wo der Bugpn Arctaae col a- st 

sirh im ersicn oder viert&D Hutulrunten c 

pssiliv oder negativ ist. 

Wenn x positiv und oiclit grusspr nli {7V ist, so ist ofleobar 
Bin 3;r posUic, npd inun kann iilsn, wii^ sugleidi in die Au^cd 
fallt, unter dieser Vuraussetzung- immer Arctung ciil .v = ^j[ — a:, 
«lio 



(to+i, i) 



1 

f 



I, weil unter der gemacliten Voraussetzung- der Bog^en \7i — x 
^|lch im ersten (tuadrunien endigt, wie es erforderlicli ist. 

Aus der drittttü und viertes der Cleieliuogea 11) erhält man 
Sr y^l 



2 (-l)*-i- 



I der Bogen Arclung tape; \. 
iten oder vierten QuadranK 
er negativ ist; oder, wenn 1 



ain k Arwangung ja: , „ 

2* cos äa7* — "' 

cgs k Aretangtang ja: 

2* CHS -Jj:^ — ' 



io XII neliDien ist, dasa er sieh im 
euiligt, jenachdem ein x positiv 
I 'ix für ^ setzt, 



19, 



,i. (-')'- 



2* cus x'' 
cos A Arciangtang x 



= 0; 



; ao genommen werdea mus^, dasi^ 
(^adraoleu eadigt, jeoaiJidcni Hin ta} 



iro der Bogen ArcttiDgtnng 
er »ick im ersten od«r viertt 
pocittv oder De^ativ ist. 

Wenn der absolute Wertli von x uichi grüaser ala _ , 

kann Arctangtuug x^x gesetzt werden, nnd es ist folglich un- 
ter dieser Vorauasetzutig 



1 



^B^ 



S2 



(-1)<- 



7^1- = " 
r=:0 g'iebt die zweite dieser GleichungcD 



20')... ^ (-l)i-i -^=0. 
Aus denselben Gleichungen erhalt man für y^ — 1 

(2<H-1, t) 

» & Arclang (— cot jj-) 



(-1)*-.- 



2 (-l}'-i 



a ^ Aretang (- 



2< B 



M^ 



= 0, 



wo der Bogen Arctang ( — cut jj:) so genommen werden mnsi, 
dass er sich im ersten oder vierten luadunten enüigt, jenachdem 
— «in ^ positiv oder negativ, d. i. jcoachdcai ain x negativ oder 
positiv ist. Offenbar kann man aber auch 

(2>I-f-l, l) 

''^"'^ a üin t Arctanir cnC ^x 



S (-l)*-i- 



s ^ Arclang cot ^ ar 



2:^ s 



, fr* 



setzen, wo der Bogen Arctang cot ^a: so genommen werden mnia, 
dass er sich im ersten oder vierten Quadruplen endigt, jenacbden 
ain X positiv oder negativ ist. 
Folglich ist 



(_1,*-1- 



tin k Arctang cot x 



= 0, 



21)/ 



V (_l)*-i_ 



a k Arctang cot J . 



vo der Bogen Arclangcot ^ so genommen werden muBS, daaa er 
sich im ersten oder vierten Quadranten endigt, jenachdem äa 2a: 
positiv oder negutiv ist. 

Wenn jr^ positiv und nicht grösser als ^-n ist, so kann man 
Arctangciit ic:=:\Jt — x setzen, und es ist also nach den vorher- 
gehenden Formeln unter dieaer Voraussetzung 






^m 



ak(in— -x)_ 



f j*, ^ ^1 2* sin J^^ 

iicheH den ürüBsen 

231/ 

^ yrf(yrf[ytf-..yrf(y /') 

und den DifierentialquotienteD j—, -j—^ fiadeo dl 
ffürdigen Belalioaen iSlatt: 



9 folgenden merk- 









j denen Herr Halmaten auf folgende Art gelangt. 
Man aetxe 

■ yrf(yrf(yrf(- ■ • y-Ayfy + e-''^)-^ 



A'r = 



gdjsfddfdj. . 



ytf(y(y + '"■') -') 
rfy- 



2y^ 



I ' Weil nun 

(yt-«-^)-'-(»+''')-'= i.,.,l^>7^" 



■»)^ 



ler Dsch dem Oblgeo 

(y+«-*)-'H-(y + <i"l 



!%-> 



«) 



ttt lo ist nftcli dem VorhergrehendcD offenbai 



/ cos «-»-|r*l'.| i'b Hat 



= 29, 
= 2« 



25) 



Kano man also Jr und A^ ündcii, su kana mun iiuch^M^ uud S, 
entwickeln. Weil aber offenbar K, aus 7, efhallen »vird, weuii 
man in letzterer Grösse — x für x seht, so komiut es bloss dar- 
auf an, Jr zu fiaden, und mit der EntwickelunB^ dieser Grosse 
wolleD nir uns daber jetzt zunäcbst bescbäfti|;en. ~ 

jogleich die Richtigkeit der folgcuden 

Setzen wir aber 

so wird, wie man leicbt findet, 

■/o = l ~, Jr+i. =: (« — «-") 

and durch Anwendung dieser RelatiQnen erbäit d 

7„ = 1-^ 



rfu' 





J, ^ — ;-- 








e-is le-^ii ' lÜÄ-i'* 6e-*i 




U. 8. w. 


oder, 


wenn wir den nameriscben CaefHeiuiteD von 


durch ' 


c bezeichneD, allgemein; 



Auf einen k»"* äbulicheu Wege, wie wir oben zn der 'Utwclmfl 
5) gelangten, gelangt man nun mittelst der vorbergebenden (ülT 
clinngen leicbt zu der Gleichung 

Ü7). 

und schliesst hieraus, wenn man dies mit dem Obigen, insbesoni|S 
mit der GleicIntDg ä) vcrgleicbtj namittelbar, daks überlioDpt 

28) . . . ( = n 
ist; Also ist nach S6) 



29) . . . y,=^ c-r Mr; ^1 h;X)t}-z:ffr„ 



' I ■ k" 



"öS , ■ 

/ 

•ittf wem». man fiir « wieder deir Wcrtli ^H^e"^ eiBführfc, 

. ' \ ' • " ' ' ■- ■'■.*■ • '■ fr, )t) ■ 

' . ' ;t=i ^ (1-1- y«?*)* 

I ■ 

Setit mab in itfi^s^r C'leifhung'-^^ für ^, so erhält man 

Folglich ist nach ÜSi) 
iMr = (- 1)-Jlf- l)*-i^''a*^|(l + y«^)-* + (1 + yer^)-*ü 

k=sr+l (r, it) 

^tiTr = (— 1 )'-! -^(— 1)^1 «1(1 + y^^H - (IH- y^'*)-* } . 

Nach dem Obigen ist , 

(l + 3^>)-* + (1 + ye-'-'Y-'' = Fo* + i/o* = ^-yi^> 
(1 + y«ör)-^ _ (1 + y<^«)-t = r„* - f/„* = - '^' '^" *^ 5 

UBd folglich, wenn man für 9 und='^ ihre aus dem Obigen bekann- 
ten Werth« eipführt: 

•*. ■.» ■I''-'*."»i».|.' ■■£• '"l-'f ♦•« ' 



tesl £ 

(1 -f- 2y COS o: -f- y ') ^ 



y sin or 



ter+i a sin ^ Arctang . . ^ ,q, ^ 
JVr = (—l y ^ (— 1)*-1 l-f-y tos j; ^ 

(l + 2y cos or-Hy»)* 
vra wege* :4cs Bogeas 

o 1 •+• y cos X 

■1 » 



1 •• 

II 



üt obeB:^,gi^iien flestimmnngeti auch Jetzt noch gelteii. ■ 

Fergleidit . man diese Formehr mit den Form^itn 11), so erhält 

■an* die xQ leweisenden Relationen 24). 

SetxC man in den Formeln 3%) die Grösse .v = l, und' beE^ich- 

net-die diesem Werthe ^01^^' y entsprechenden Werthe von Jf/r und 

Jfr Tes'pe<;tire durch itf^r(^) und iVV(^), so erhält man: 

■ ■'. . !■.-.■ 

-^ \ (r, Ä) 

«, , V / t^ ^^=^1 / v,x,. ^ tt sin ^ Arctang tang j x 
fiF'^ar>={-l>- ^-{-'*)*-^ 2^cosi^^ • 



WcDD der «bsoltite Werlii vdd x nicht grösser als ^jt iit, so k«iia 
mttn, wie aus dem Obigen geschlossen wird, immer Arctang 
lang j,x^^x setzea, uuil in diesem Falle ist also nacb 33) je- 
derzeit 



ijW,M = (-l)^l 2 (-1)' 



._JV^„i., 


2* <.o: 


s ijr* ' 


(-■>« , 


\n^kx 



(*M^) = (-i)' ,£, (-1)' 

Verbindet man hiermit die FurmelD 20), ao erbält m 
35) iW'j.M = 0, J ':.«(.») = 0. 



IX. 

Ueber die Bestimmung des FlächeninbaUs einer 
Kugelzone. 

VOD 

deai Heraasgeber. 



Die folgende Entwickelung der bekannten Formel für den 
Flächeninhalt einer Kugelzone scheint mir durch ihre besondere 
Strenge und Evidenz empfehleuswertl zn sein. 

Wenn in Fig.9. auf Taf. l.der MiUel|>unkt der Kugel ist ond 
jtC, BD die Halbmesser der die Zuoe begränzeoden kugelkreiae 
sind, so ziehe man AB^ fälle von auf AB das Perpendikel OE, 
von A auf BD das Perjieadikel AG, und zielie durch den Mittel- 

Suokt B van AB mit AC und BD die Parallele EF. Weil nun 
ie Winkel BAG und OEF offenbar einander gleich sind, ao sind 
die rechtwinkligen Dreiecke BAG und OEF einander ähnlicli, 
und wir haben also die Projiortion 

AB : AO = OE : 



oder, weil nach eioem Satze, der 
gesetzt werden kann. 



: EF, 

r füglich als bekannt voraui- 






AB : JG=OE 



AC^BD 



>DD welclier oachLer raehrtucher Gebrauch gemacht werden wird. 

Hau beieichne duq den Halbmesser der Kuc^el durcli r, die 
»getiaDDte Höhe der Kugcliiine durch h, und theile letztere in 
«ne beliebige Aniabl gleicher Theilc, z. B. in n gleiche Theite. 
Durch alle Theilpunklc lege man Ebenen, welche mit den Ebenen 
der die Zone bogräDzcndeD 
die SeiteoSächen der Kegel, 

le stehenden Ebenen bestimmten Kugelkreise sind) in die 
gelzone beschriebeo vor. Die Seiten dieser n Kegelflächen ! 
Dach der Reibe 



seien die auf diese Seiten von dem Mittelpunkte der Kugel gpfäl)- 
len Perpendikel. Die Halbmesser der Grundflächen der in Rede 
stehenden Kegel seien 



Nach einem bekannten 
noch der Reihe 


?.» e.. p.t e e«- 

Satie sind die Seitenfläche 


dieser Kegei 








A 






*„(p„_, + e„)jr; 


\ 


and wenn wir nun 




2= «,{pH-e.)" 


j 



setzen, den gesuchten Flächeninhalt der Kugelione ober durch Z 
bezetcbnen; so ist oftenbar Z die Gränze, welcher sich ^ bis zu 
jedem beliebigen Grade nähert, wenn tt id'h Dnendlicbe wächst, 
wodurch also unsere Aufgabe auf die Bestimmung dieser Gräme 
surii ct. gefuhrt ist. 

Nach der im Obigen bewieaeuen Projjortion ist nun 



» O'jijflJlitt 



■ 


K. 




" ■ "«~ " '' ~ 


2 


' 




1 


W 


t' . .11, 


t1 ",r 


W»j 






1 


1 






Ihr, 






1 


■ 




■ 


■ 




u. s. w. 








3 


wT 




*»ce»-i -+-?«)= 


=^' 






und 


t'clglioli 


nach dem 
= ?(' 


Obig«n 


u,H 


!;(! 


.UJiL., 




-i-r^-hr.-h 


»■.+ 


-*-'--)^ 



Lässt man n io's npeudliche waobsen, so DÜliern lich die Grössea 
^('■'''ii r,, r,,iii..r'„ oA'enbai sämtntlicU dem UalbmeaaeF r iti 
Ki]g;el ttia ilirer Gräoze bis zu jedem beliebigen Grada, und weci 
wir folglicb 

r.=r-3.. 



^==?(— 



i = 2/i™(l- 



-''.) 



-) 



) aäbem sich, weoD m io's tTneodlicbe wäclist, die 
„ . . . S„ fiämmtlicb der Null n\a ibrer Gräoze bis 



l Jeden 



eetKeu, 

belielie 

^Vir wüllen uun voraussetze ii, dnss der Mittelpunkt der Kng^ 
nicht in der Höbe dek- Zone liege, so dnss als» letztere jedcntulls 
nicbt grüaser, nia die Halbkugel ist, und wollen, was ofTcnbn^ \er- 
stattet ist, ubnelimen, dass die [lalbmes^er 

Pl ?l. ?:., e.. 541 ■•■?« 

nach ibrer Grösse aufsteig'eDd geordnet seieo, wobei unter der ge- 
machten yoraussetzung tu^lcicb erhallet, duss diese Uatbmesser 
f~..™Ki j !.„._ Beaeicbnen wir nun durcb /f die Katteronnj^ 



fortwähre 



1 wachse 



m 



4es Halbmessen /f««o». /dem böcjisteii PaiüMii Mter' Halbkugel , in 
welcher Aih^ Zone liegt ; so ist nach einer bekannten Eigensf^haft 
des Keeises 



>»=^i— y),' 



1.' • 



?♦:. 






•IM.', 



Ai$j wi^ man leicht fitidet. 



• •• # 






17 ■ »• ., 



folglich 



oder 



also 



■;• t 



iil 



*V . . 



J»-il.^Ä-* 



(?, — ?.) (9. -fc ?i ) ,< (ei - q) (e. -»- e). 



.■i».> 



\x 



■'». 



VfiÜwii 



-••^.-r-«. <f55:^ («••^.«).' •.>:. 



■.■\ . 









wld Iblg^lich auch 

•T ■ : ^ I . .1- '■••..]' ■• ^i /"iffviSf ^1- •"'., "\ !'."» ". -i-i;'^^ i-r, V 
**■ ■ .s'*f!\ I .■ I. ..:•.■. i JIM jj'ij!?*''^:^ ;. - "t ."!■ -is-.v ■'<.';,'.' . -i'/i/ii" i*-i- 

ist, so ist nach deoi Vorhergehenden . t ^ L\ ;;- r'v 

Offenbar ist 



A 



■ "■ 'Th ■' 



» -• 



r 



abo #,»<:*i», und folglich auch i*»*<i*i*.. Weil nun, wie 

sogleich erhellet, ^■*';' • - i •.-'. ...: . ..i?: 



kt, so ist 






« ■ ,•. 






r * 



.■■ < 



r«— r » 



•.m 



r»?, >»<fii.%rPili 4Wgli)*a«4iohai5i > f^i, Tf^Mraus niqh ferner 
i. L Bach' dem Obigen i^^'^i ^er d^ >*<^, ergiebt, und ganz 



bcn so bt DUB übefnaupt 



» .. i 
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■ J( l»)inl-"-''*i>rf,>rf,>rf,...>rf,^i>-rf,; 
MgAA 

't+'Ji + 'J. + ■■-•-*«<»*. 
«der 



WeDD M Id'b Uoeoilliche wächst, so näberl sieb 6, bis si j(- 
dem beliebigen Grade der Null als Heioer Gräoie, und diei gilt 
datier nach dem Vorherg'ehendeD um so mehr von der Gröue 

J, + J, -4. J, -I 1- A. 

Lä»t man also io der oben gefnudenen Gleichung 

S = Ur^(l- '''-'-'-->-'-*- + '- ) 



Jli 



S^ÜÄMT — 2Ä;r - 



.4-A 



die Gröne n in's Unendliche wachtiea, ■« nähert sich oßienbar 
der Grösse 2ira als aeiner Gränze his zu jedem beliebigen Grade, 
und da nun nacb dem Ohigen diese Gräme der Inhalt Z der Kfl- 
gelzane ist, so ist 

Bis jetzt ist angenommen worden, dass der Mittelpunkt der Kugel 
nicht in der Böhe / der KugeUone liegt. Liegt aber der Miltel< 
pankt der Kugel in der Böhe A, so wird letztere durch erateren io 
zwei Theile ff und A" getheilt, und es ist nun nach dem Vorher^ 
gehenden, wenn wir die diesen Böhen entsprechenden Kugelioneii 
durch Z' und Z" bexeichoeu, 

Z' = 2ÄW, Z-=2*'rw. 
Weil nun Z = Z' •{- Z" ist, an iat 

Z = 2(A' + Ä')r», 
und folglich, weil A^A-^A" ist, wieder 

Z=iUm, 
ao daai also diese Formel fdr jede Kugelzone i^ilt. 

Will man den Inhalt f der ganzen Kagelfläche haben, k> 
mass naa in der Taihei|[eh enden Formel A = ir setzen, wodard 



ei|^ebt. 



i 
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DaflB für dieselbe Kittel Ku^elzonen von ffleicher Höhe bleiche 

Flithenräume haben, ergiebt xidt aus iler Formel Z = 2^rn auf 

Jer Stelle. Ceberhaupt erhält man ileo FläcbeninhBlt einer jeden 

'clione, wenn mao die Peripherie eiaes grösiten Kugelkreises 

... der flöhe der Zone multiplicirt. Die ffaoze Kug-elflache ist 

1 ner Mal so gross als der FlächeniDhult eines grösBten Kugel- 

I knues. 

f T 

Ueber die Bestimmang des Schwerpunkts einer 
Kugelzone. 



dem Herausgeber. 



Der folgeode elementare Beweis cinea bekannten Satzes der 
SlAtik scheint aicli uns durch seine Strenge und Evidenz, und da- 
her für elementore Vorträge der Statik zu empfehlen. 

Lrehrgats. Der Schwerpunkt einer Kugeizooe, war- 
nnier wir nie gewöhnlich jeden von zwei Kugelkreisen, 
deren Ebenen einander pariillel sind, begränzten Theil 
der Oberfläche einer Kugel verstehen, liegt in der 
Uitte <ler die Mittelpunkte der heiden die Zone begrän- 
tendeo Kreise verbiDdenden Axe der Zone. 

Beweis. Man denke sich die Miticlpunkle der beiden die 
Zone begränzenden Kreise durch A und B, die Axe der Zoi 



durch AB b 



eicIiD 



'^3T. 



n Faxenden AB= 



et, seize der 
1 AB iu eine gewisse AnzaTiI gleicher Theile, i 
■ gleiche Theile, und lege durch jeden Theitpunkt eine auf der 
Aie AB senkrechte, also mit den Ebenen der die Zone hegrän- 
unden Kreise parallele Ebene; so tbeilen diese Ebenen die gege- 
bene Zone in n Zonen von gleicher Hübe, die also nach einem 
bekannten Satze °| sämmtlicb gleiche Pläcbenräume haben. 



*) H • «. s. B. den -vorhergehenden Aufsatz oder Elem. de Geom> par Le- 
"■ — ••- On». ^d. Livre VIU. Prop. XI. 



^B gcndre. 



i 



Länt «m;« iit'B GDendlicfafl-inobMi», atJniUierB nek «liuc 
SSanen inmntliiih' iMdier mefar und mehr und tri* la j«4eiii (Mticlt- 
^m Grwle den Peripberieea von Kpcitco, deren Ebenea oH« wri 
der Axe j/B Henkreclit «telien. nnd du nun di« Schwerpflnkt« iIr 






ulier dieser Kreise dmU d«r lettre TVm SchwernunlcK 



ihren Hittelpunktcn , bIho •dmaillJeli in der Axe jiB heg»; 
SD muss oflenijar nach der Lehre vom Schwerpunkte auch der ft- 
'stichle Schwerpunkt der gegehencn Zone in deren Axe ^ft liegen. 
Um nun die Lage des Schwerpunkts der gcB;ebeDen Zone n 
der Axe jiB zu bestimmen, bezucbne man dessen l^ntfernung toi 
dem Punkte Jl darcb ^, und aof übnüche An seien 



die Entfernungen der Schwerjiuukle der » gleichen Zonen, in welche 
die gegebene Zone gelheilt worden ist, von dem Punkte ^ nach der 
Ordnung dieser Zonen, von dem Punkie .4 an gererlnef. Dann ist, 
wenn wir den Fiacheninhiilt der gegebenen Znne durch Z, also ileo 
f'lächeuinhiilt jeder der n gloidien Zonen, in welche die ersten 

gMtidRt tfvrdett ist^ dufch ^ bez^idinetl, Weh d««* ^eli^e 'tU 
Schwerpunkte '" < ■ i 



(^ 



, + . . . -H ^„)— = arZ, 



und folglich 



Nun ist aber, wie au» der Lehre vom Schwerpunkte leicht eriieU*t| 
weil oben ÄB^=im gesetzt worden ist. 



Äw ^bller^Behnfr von den nrithmetisohen Prbgreiiriatiea' "H 






« Lil/ «i»..! ^l-.iiiU ..i. 



■.>-ij ; ;/■. 



.••■:i»I^; rr* . j^j- 






.1 • 






}| 



i . - • , ■. --^ * . 



U. 8. W. 






•4 •, 






•h» naichider Lekre.toii dÜn aritiiiiietiBOllefi PragnisnoDobrU 



r f . » ■■ 



a?i + ^a + «a?i + . . . -f- ^n 






2if 



a. 



Folglich ist für jedes positive ganze n 

^\ •+- X^ •+- X^ -4- • • • "+• Xn -v.^^ /• 1 1 \ 



It 



•F I "T" •*' i "t" •*' I "T" 



n • ^ ^ 2 ■ 2» 

. also nach diem Obigen für jedes positive ganze n 

(y-Si)^<^'^<('2 + 5j)^- 

sein. Wäre zvf«^|ini|t^ i.-/.-^^^.. i- .; -v/ /.r; 

o? = -Ja + (J, 



^: '^w'iVV: 



, > ' 



■ r 



io nehme man, was offenbar immer möglich ist» die positive ganze 
Zahl m so, dass «*>r, : ^* ..'' .7^ /-''. 



a 



bt; dann ist offenbar 



I 



^'•'-^<'» 



(i-'-i)«<^-*-*'' 






f '>..! 



I. L ^'^(^ + ^) dr/ da ^och nacb dem Obigen ffir jedfes -^wk^ 

Sit Wäreierner i 

i'io nehme man die positive ganze Zabj j» wieder so, dass 



kt; dann ist dflhnbar 



«>ä' »''"» S<* 



(t-Ö»>^-*'' ' 



. » . 



d. i. Ä- <! (-j- — 2^) a, da docU nach dem Obigen für jedes poii- 
tive gunze n 

ist. Also kann weder ^ = ^a + <f, Doch x^^a — 3 sein, niiil 
es Ut folglich x^^a, wie behauplet wurde. 

Der Schwerpunkt einer Halbkugel fläche liegt also in der Mille 
ihrer Böhe, d. h. in der Mitte ibrei onf der Ebene dea sie begrau- 
KeudeD grösaten Kugelhreiues senkrecht steheodeo BalbmesHerg. 



XI. 

Einige Bemerkungen zu der Abbandlnng Nr. 
in diesem Hefte über Recursionsformeln 
die BernouLliscben Zahlen. 



Herrn A. Göpel 
zu Berlin*). 



( 



Die in dieser Abhandlung entwickelten recurrenten Foracll 
(11 — 17) lassen sich aus derselben Quelle etwas einfacher ablei- 
ten., wenn man aus der dort gebrnuchtea .Methode alle BUHaenre- 
senilichen Elemente ansscheidct. So z. B. gelangt man zn der For- 
mel (llj, wenn man die Gleichung (5) 



mit der Gleichung 



*) Herr Göpel in Berlin hat die Gute, die erste CorreUur de« AtchiM 
lu besorgen, wodurch es erkjürlich wird, dasi Herr Göpel die Ak- 
handlung Nr. IV. in diesem Hefu kennen konnte, bevor dasselbe SU- 
gegeben wurde. Ü> 



aoUiplicirt. Man erliält iJuDn 
^ — (1-1- cos w) = iB,(u' 

Eülwickelt man jetzt «ucli 
gteicbuQg der beiderseitigen i 
iClilffiiDG; der uUerflÜBsi^eD Ftii 
Eid äbnlicheB gilt für die übrig 

Bezcicboet im allgcHieineD 
F(w) = a,B, 



-i—s 



die linke Seite, so giebt dl 
illgemeinen Glieder uncb Hinwi 
stören unmittelliar die 



i-t-rt,fi,iu'+a,Ä,w' + . 



(iT)- 



irpnd eine der Gleichungen (5) — (7) oder irgend eir 
vickelung, ilrren (.'oefficienien pinfuch durcli die Bernn 
Secanten-Zablen besliinint sind, und multipÜcirt ata 
irgend einer andern Enlwickclung 


e andere Bnt- 

ulliscben oder 

dieselbe mit 


/(0>)=Ä,-+-/,,W-t-*,ü(' + , 





so erhält man /"(lu) ./'(tu) gleich einer Reibe, deren allgen 
Glied leicht diirstellbur ist. Ist nun die Functi[in/((u) so beiJclialTeD, 
sProduct/-H./H vermittelst trigonometri- 



r Rein 



egat I 



nfacher 



ialt 



r FuDctiooen umforuieo tasst die sicli mit oder 
me Hülfe der Berno uMiBclien und Secnntea-Zahlen 
twickeln lassen, so ergielit sicli durcli Vergleidiung der all- 
en Glieder imoier eine RrcursiiinBJ'ormel tiir die genannten 
; untermischt «der gesnnd^rlj je nucbdeui man die Functio- 
nen /'und /wühlt. Enthält die Enlwickelung von /(lu) die Ber- 
nuullischen Zalilen nicht, so wird die Formel in Bezug auf sie 
linear; dergleichen /(kr) sind sin u>, sin 2u, . . . cus ui, coa 2u, 
. . . sin cii', u. R. w. Lasat sich /{<ii) nicht ohne diese Zahlen ent- 
wickeln, so wird die Formel in Bezug auf sie von der 2len Dirnen- 
aiun Hau erhält z. B. die bekannten Relalinni^n, wenn die Glei- 
chung (5) mil sich selbst multi|jlicirt und dabei die Formel 









"- 1 



angewandt wird. 
Fjo,) 'l't'/l")", 



; es Bich von selbst, d 

nitlejbar zu multipliciren, 
der citirlen Abhundlung geschehen ist, 
wenn man will beide Futwickelungen in bestimmte lotegrali 
ummenfassen und darauf deren l'roduci 
nad auf diese Art mit etwas mehr Rech 
reichen wird. 



tittrickelu 
lg dasselbe Resultat er- 



loAn sich dem Obigen zufolge Recursionsformeln in hi 

Mger Menge ver«cbuft'en kann, so mochte es nicht van gm 

I Erheblichkeit sein, deren neue aufzusuchen; es gelänge denn 

I 40lcbe aofzufinden, die einen tieferen Blick in den Bau dieser S 

I reratattele. Inilessen mag hier noch erwähnt wcrdcii, daas 

^■meln (II) und (12) durch die einzige Formel 

1 +m^A, -+-n»,,J, + . . . .=:^«, jw>-l 
BgedrUckt werden könueo, welche unter andern von Etttn 
.<1 III. 5 



I 
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bauBCD in seinen Vorlegungen ülier liöhere Matbemalik 
[I. 282 Buflulirl uDif aus ^velcLer jene für m unimar und paar her- 
vorg'tliPD. In dorselben bedeuien j1,, jtf. A,, , . . die BirtioDlri- 
Bclien Zublen mit abwechselnden Zeiclien und es wird ^, i=z — |, 
^, = ^,= ...=0. Die in (irunerts Mutherantiaclien Ab- 
hundlung;eD. Altona 1822. 4. p. 57 II'. entwickelte Purmel 

fj«)! l2«-2)!3! -*"■■- 

oder 
2'(2«M- i),ß, - 2'(2»+ IJ.S, + . . - . 

-t-(— l)'-*-'23"{2«+l)^Äa»_i=8* 
nebat ihrer SupplemeDtarformel 
2'(2«),ß, - 2n2»),Ä, -!-....+(_ l)-+i2a«(2»)taÄa— 1 

= 2«-H-(-l)''(2a--2)Ä»^ 

cTffiebt die Formeln (14) und (15), naclidem man letztere dniei 
AnditioB von beiielilicli (12) und (13) etwas vercinfucbt liat °), wo- 
nach die Diflereozen in den einzelrien Gliedern berausfallea. Sit 
laisen sich beide in die eine Gleicliuag 

H-2OT,^,-t-2'»,.^, -i-2'w,^, + .. . .= — (2* — 2)-^, 

zusammenfassen. Die Formel (17) eudlicb hat unter andern Baf 
tela in seinen Vurlcsuntfen über miklhemutiaclie Analer* 
sia Dorpat. 1837. p.203 gegeben, ^ach gehöriger VereinfBChoog 
läBst sie sich mit der (10) in die folgeude vereiuigeo: 

l+2'OT,J,H-2'CT,^,+2'«,^,-l-....=— «C«_i— (2"— Sy.4., 

wo V„ C„...=;OTiDd C„, C„ C„... die SecanteneoefficiBBl« 
mit üb wechselnden Zeichen sind. 

Am leicbteateo erhält man alle drei, wenn man in die Gniod- 
formel (5) imuginäre Argumente einfuhr!, woraus 

entstebt, und diese der Reihe nach mit 




^^ 



■nltipHcirt, wobei die Relation ».^^ ^gol \ia 



rSckiicIitigen ist. Uass die ohige 
den Zeichen dargeatetlt werden lf< 
bcian deren Erwähn u Dg. 



I Formeln auch mit abw 
n, bedarf faienach kai 



XII. . •""'"■•* 

Gleicbang der graden Linie and der Ebene, 

anf schiefwinklige Coordinateit bezogen. '^ 



Herru Dr. Haedenkamp 

r Matliem. uod der Naturwissenach. ani G^mneainin t 



Krätallograpbisclie CDterauebungen , 
icbäftigea. 



nd der Kliene 
durch in ^enis 
nalU eintncler 
■ auch Eo.' 
Inr Einiges, d 
Ijunpc mit. 

Die drei CuurUinnten- Axr 
en • Nystem eine dreisei(iju;c 
die drei Seiten durch J, B, I 
", B', C bezeichnen. Denkt 
I Riiume mit den (.'oordinuiei 
I eckneidei 

Eteic)inen i 



ie Diicb s( 
: Gteicbui 



uf scbiefwinkliße Loordl 
> l-aUen die krislall&Äclicn lU den 
Beziehungen erballen. Du die hi 
wiihl amlenveiliges Interesse hubet 
grade Linie und Ebene betreflead. 



:it einiger Zeit 
lg der Graden 
beziehen, wa- 
Axen des Kri- 
:her gehörigen 
. so theile ich 



hildi 



bildet, . 




; Jie Co, 
D durt-h b 



n schiefwinkligen 
ecke, deren S|>itze wir mit 
I die des l'ulardreiecks durch 
iieh nun dnrcb einen Punkt P 
nen parallele Ebenen gelegt, 

, uad die wir durch sr^ y, s 
Winkel, die OP n 



, (S, Y heipicbuei werden; 
UDg OP gleicb. der Einbeit ist, x, y, x 
lieb a, b, c hezeicbneo. 

IJ Der Znsaainienliang der Grössen a, £, c und o 
Igender, wie mau sich leicht dentlich nacht: 

=: rt + i cos C -t- f cos ö, 
= ^ + c cos fl + a cos t; 
es e + B cos B -\'b cm A, 




oder auch 












«/?' = 


(« Sil 


J + l* sin Ä ca 


■ v+r •■' 


C CD. «■) liu ,/ 


im = 


(^si 


Ä4-/ai.. Cc. 


. A' + u.A„ 


A ,o. C) .i 


a 


cn' = 


(;-sir 


C + a sin .4 cos B" -^ ß siD 


Ä ca. .ri li 


C: 


77' = 1 


— CO 


'^ — cos 'fl- 


cos »r+2e 


.. J CO. B c 


1 r 


2) Di 


E EDtrerDaDK des Punkles 7' von O, 


die wir durch 


r b(. 


zelchneD, 


wird 


BO ausgedrückt: 








r'=;r 


+ y 


+ 3i*+2a;5' cos 


C+2.r« cc 


> a+üy. CO 


B -j^ 


setzt msD 


/■ = 


1, so wird unserer Bezeiclinuag zufolge: 




1=«^ 


, ßir 


H-<:'+2«Ä cos 
a, h, c die Werl) 


f+ 2« CO. 


B-k-llc CO« 


.<, 


oder oncl 


6 um (1) giMlil: 




77'=«' 


siii'^+^» ein'Ä-f-^ 


BiQ'CH-2ojS »in-* aipff 


CO.f 




-^%ar Biß ^ sin rc 


0. ß' + 2fr 


sie B 8iD C COS .f 


Hieraus erlält 


muD aucli DocL le 


cl>t folgeade Relation; 








\=a,+ti,+i,. 






3^ Di 


e Eulfernung zweier Pu 


okle (a;y>) u 


ud (;C's'.') isl. 


w... 



wir dieselbe durch q hezeiclioi 

-f-2<.*- — ,^ (» — »0 cos B + 2{y — y) (s — »0 coa J 

==r»+r" — 2I(^y + ^y) cos C+ {^»' -+- a?'») cos B 

, , + (y*' + *V) «•» 'fl 

={j«'— y»)» sin 'J+(.«/» — ■»»')» sin 'Ä-t-(.«^y— y'a:-)* sio'C 

+ 2(j«' — y's) (jir'a — ij') siu A sin Ä cos T 

+ 2(y.'-y'«} (;ir'y-y;r) sin -4 siu C g»s * 

+ 2(^'» — ar»') (^y — y>) sin B sin C cos J', 

und / die Bntfcrnungpn der Punkte [xy») uud (.i/y^ 
von O sind. 

4) Die Gleichung einer Graden, die durcb den Mittelpunkt der 
Coordinalen gelit, ist folgende: 



t Coordinaten des Punktes der Linie sind, desns 
i der Einlieit gleicli ist, und die DetermiuBolEn 
mnt werden; eben su nennen wir utich die Oosin» 
e die Grade mit den Axea bildet, die DeiermiDanteD 
bezeichnen sie durch die resjiectiveo griechiscben 
', ;', wodurch man also für eine Grade ein Deterni- 
nr erhält. Bei rechtwinkligen Coordinaten- Axeu i>l 

! Gleicbungco zweier Linien, die parallel sind, werden: 



t 



LA .J.I1PJPLJI. 



■iti«(= ^M -I- B, y= ^'« M- B' 



eht eine Liiie durch «wei Punkte (vr'y'a'), ix"y"»"), so ist ile- 
B Gleichung; 

P 5) Siod die DelermiDimlen- Paare sweier Liaien a, b, c, o, 
f und a', b\ d, a', ß', y'. su findnt mun den Nei^ungsTrinkel v 
eser LiaieD mit Hülfe der Formeln (3J, weun man lür die durti- 
■,a r und r' die KiubeiC setzt: 

Ol »' = »ff'H-Ä*'-4-cc'+(Äc'+Ä'c) cos ,^ + (ffc" -!- c«') cos B 
|L -l-(«Ä' + «'i) cos C, 

E^nit HBIfe der Relationeir in (1): 
" cosv=««'-t-Ä/J'+'-/ = «'BH-Ä'/?+c>. 

!ODt msD die Projectioaeu des Dreiecks uuf die drei Courdinslen- 

A 1. ■ , , . , D IJf U , , 

eoen , dessen Seiten 1, 1, ^ sind; -^> -^> -^; wo dann f der 

r Seite (i gegeuiiberBteliende Winkel ist, so wird auch nach (3): 
n »* = Ä' + />' + /*■" + 200- cos C + 20/*" cos B' 

-^-ID'B" CO! ^'. 
Dem lieb ; 

fl = (Äc'— Ä'c) sin J, /)' = (co'— ac") sin ff, 
/>" = (ai' — fl'Ä) sin C; 
'■Uirf iiiin noch : 

t.^ßr'-rß'. A'=y«'-«/', ^"=aß-~u-ß, 

t man noch folgende Relaliuoen: 

A = (fl + />■ coB C -(- -ö" cos Ä') aia rf 

A' = (0'+ö" cos .^'+/> cos C) sin B 

|||.,u ,Ä- = (ö"+0 cos ß' + fl' cos ^') s!n C 

r* ', />'/f» = (A' + A =oa C+A" c"8 '^) «n'^ 
0"/r' = (A"-|-A «OB /? + A' cos ^) aio C 
sin V=A' + A"+A"'+2AÄ' CCS t'+2AA" cos B 

+ 2A'A"co. ^. 
BediDgarig, dass zwei Linien auf einander Beakrockt sind, ist: 
=«i'+W + ce'-KcÄ' + c'Ä) cos -J + (oc'-t-fl'c) cos B 

+ {«*■+«■*) CO» <7, 

= />«-!- ö" + y)"' + 2/>7?' cog C -^ ^Diy cos B' 

■\-%D"D cos J'. ' 



6) Die Laf^e eiaer Ebeoe regen di« Cuordtoalen- Äsen ist be- 
stimmt durcb die Luge und TäDge des. nnf die Bbene ^fallteg 
Perpendikeln. Wir wenden aueli dfis neierminiinten- Paiir di«si 
Laibes dua Detennionnten - P.i» dvr Kbene oeanea. Wird di 
[letcrminunlcu- Paar einer Biene duri'h a. /i, c, n, ß, y beseicline 
das Periteudikel durcL p, eo ist die Gleiebnog der Kbeoe: 

die Gleichung; des l.ottiea: 

a^ _b_ 

^ E ^' y c*' 

die Coordinaten x'^*' des Fusajjuiiktei <les |iolli«s sind , 

ir':=er/f, y'^bp, %'^cp. 
Bezeichnet mim die l.linij;eii der IJjiiuu. ft^elche die EfacfM ytiii dci 



7) Die DetermiDunlen-Paare einer Ebene ed finden,- dU dank 
zwei, im Miilel|iutikt des CourdiDuten -Mystma sich scEineideDdi 
Grade gelebt ist. Seieli die 'ftcteiminanten-Panre der regebeiM 
IJnieo «■, Ä', c', «', ß; / und «", //", c", a", ^", y^ und die üei 
gesuciiteu l^beoe a, &, c. a, /¥, y; au fiudet man nach einigea Re- 



wo V die Neigung der beiden Linien ist and /7 die oben »ngep 
hene Bedeuiuug bat. Uie bier gpfuodeni'n Determinauten sinil in- 
gleicli die Delermiaantm der nurcbaehmttsllnie zweier Kbeoeo, de- 
ren Dcierminanleo die der gegebenen [/loien sind. 

8) Üer Neigungswinkel zweier Ebeneu ist das SunpleoicnC des i 
Winkels, den die anf die Ebenen gelnlKen l.oftic nit eiaunder I« 
den, und wird also nach (g) bestimmt. 

9) Will man die Üeicrminiinteu - Panre einer Ebene linden. < 
den Neigungswinkel zweier Ebelien hnibiri. so dienen dazu lu 
(5) folgende Gleichungen, wenn v der Neig4ing%winkel ist, «', li\c 
o'i ß't Y' ""•' ""> ^''t ^'i ""• ^"i Y" •l'* gegebeneu und a, h, r. 
R, 1^, Y die gesuchten Determinanten -Pnare sind; 







Bin 2 — 


«■fl + ^i + J-'C 


=.««' + /!*'+)•<!', 




s 


n -^=--0. 


'« + /S"^ + A 


= »<,' + |Ji"+/e'i 


denen 


noch 


nach (7) 


diese liietugefüii^t werden könneD; 




= 


-^m{ßY~ 


(f/) + J(A" 


-;'W) + c(«'|«"-»"^') 




= 


= «(*'c"- 


4V) + (!(eV' 


-«'O-t-^a'Ä"— a"i). 



^■hn dte«en Gleichungen erhalt vana nach einigeo ßeductionen: ^1 

1 . "■+"" i ^-*-i^' c ^-^-^ "^IB 

X 10) l'n) *lic Dplerminanten-Paare der Bbene zu erhalten, wel- 
Klie den Nebenwinkel von v halbirt, braucht itinn nur in den vor- 
Bcrgebenden Formeln — o", ~ t/\ — c" slalt n", V\ c" und 7t — * ■ 
^Wrtt V zu Beizen, und man erhält die Delerminunten • Paare a„ £,, 

K" fl- — a" „ 4' — Ä" C — c'. 

^B'II) Eben 80 leicht kann man auch noch das Determinanten- 
^^Lv'der Bbene tinüeu, die mit den gegebenen Ebenen die Winkel 
^Viinil 9) bildet, EU duBs 9)' + ?> = >' lat. Man findet auf gleiche 

werden, folgeotle Purnieln: 

ä cos ff-\-a" cos y' „ b' (OS y + A" cos y" 
«— sinv '^— sinv 

c-cos^ + c-co, V- 


^ o- CO. y + tt" cos ,■ ^ ^' cos ,r + ?' cos v-'^ 

c ycosy + j-'-cosy'. 
. . «-sinT-«" sin V- . //siti y.-i-.ia v' 


C" aiii 71 — c" sin 7/ 
''■ — sin ^ 

^ o- sin T - "'■ sin <F , ß- sin ^-ß" sin .j' 

/ «n 7.-/' sin v' 

Dm Fall, wo y — 9'=^■, kann hieraus auch leicht abgeleitet 
«erden. 

12) Die Detcrininanten-Paare einer Ebene lu finden, die durcU 
die 3 Punkte {^.y...), (^,y,».), {^,y,x,) gelegt wird. Sind die 
KeKucblen Detcrmiatinien- Paare a, fi, c, «, ß, y. so erhält man zu 
ihrer Bestimmung folgende drei Gleichungen nach (6): 




linution zneitr Uobekai: 



I 



s») + *2(s,y,—yi«.) + -«',(y, «, — »,?,)' 



IHnltiplizirt man ilco Zälikr mit sin ^, so wird derselbe der dop- 
pelte Kläclienraain der PrujectioD des durch die drei Punkte geleg- 
ten Dreiecks auf die Cuurdinuten- Ebene lyx); nennt toau dalier 
diese A und deo Nenner K. so erhält man, wenn n.icb A'. Ä" <<ie 
Projeciiunep desselben Dreiecks auf die beiden andern Bbeneu ^e- 
noDDt werden, diese drei Gleicbungea: 






_M 



i B = 



PA! 



-m: 



Seil 


U mnu diese Werthe 


D die GleichuDK (1): 






m 


= b! .in ■.< + ,!■ .in 


•Ä + /' 


„'C+2ar, 


n-^sin Ccos 


^ 




+ 2o|J.ln A 


sin B cos 


C + 2fr sin 


B sin (7 eos 


^■ 


und 
du 


bemerlit, das. nenn 
Punltle .gelegten Dr 


durcii /J der rindienreuui de. durcis die 
iecli. beieiclinet wird, 


Z 


■ = A" + A" + A" 


+ 2iA' e 


n. C' + 2AA 


ces «■ 






+ 2AA" e». 


.■/■ 


>.t, 


und d>ber 










X 


^.^ ■"= 


t^ oder Kll = pD; 








a.in./ = A27, ^,i„ B 


= |",..l 


c=fy7, 






anO = ^^l\' ci>s C'+A" coB Ä', 
iff/»=:A H-A" cus -^' + A' OS <^'. 
cUn=,ti^'^l:s. con «' + A' cos J'. 

ich die Coordiniiten ^, ^, k eines 

OnorilinuieH- System von dejnsetbeo 

Wir bezeichncu die Co nrili Daten eines | 

[en bezogen, durch a^, i/, »'; die Winkel, , 

>inander bilden, spien J„, B„, C,; die 

„ C„ s«ge''etien Polardreiecks ^'.. Ä',, 

inten -Paare der A\e der af, auf das ur- 

gen; «, 4, c, «, ^, ;•; die der Ase 

/ und endlich die der Axe der x': a" , It", 

ns'flo— cos 'r„H-2cos^„ cu'b Ä^ cos r„. 
fest, so lindet itiaii: 



y' = «"ir + Ä'y + c*». 
%' = a"x + liüy + d'x ; 
iDi] uingekehrl: 

■kx = (Ä'c" — eb")ai -\- icB' — c"b)y + {M — Sc)% 
iy = {c'b" — <!'a)x' -f- {ac" — cd'^y -\- {cti — mc'}«' 
!■:= («'Ä" — «"*');»' + (Äa" — ab)y + (bä' — o'*)»'j 

A = ff(i'c'' — c'S) 4- «(cÄ" — c 'Ä) + ä\be — 6c) = — 

ter Xtasamatfahaag der Grösseo a, 6, c und a, ß, ;■ u. h. ' 
ich den Gleicbuugen in (1) dieser: 

vt = a + a coi C, + a" cos fi„ 
a' = a'-i-a" cob ^„ + a', cos C^o, 
a" = «" + «' cos ^o + « COB Ä„, 
ß-=.b-\-l! cos C„ + Ä" COH Ä„, 
^ != i -t- A" cos ^0 + *' c»s C'„, 
^' =://"-+- ff coa .^o+Ä COB Ä„, 
y^c + e' coa C„+c" cos Ä„, 



finden noch eine ftlcoge anderer Relationeo swischen den Cod- 

ttinlen der beiden Axeo - Systeme statt, wovon noch folgende hier 

preo Platz haben mögen. Nennt man die Determinanten ■ Paare 

drei neuen Coordinaten-Bbenen nacb einander: m, m, p, ft, 

i u, a. w,, Sa erbült man nach (7): 






/r» 



II (.'*.- 






_„r—-'f 

— sia A, 
a'tf — iTb- 



n 



ti:'-tf n ■_2l 



, »»■ = 



.np 



/7«- = l^£- 






Pa' — a^ 

— sin Ä. 



«A'~ 



1 C„ 



-ff. 



cos ./„ = u'k" + *'/?' + cy = aV + Ä"/S* + cY , 

cas Äo = au -4- Ä"/J + e> = a«" + *jS" + cy\ 

«OB <•,=««■ + *(? + cy' = «"a + b'ß + cy. 



OS if „ ^ mfi" -^^ *i^'-^ pif" ^= m"^ ~{- m"v + p"n, 
cos C„ = M/*' -+- itv ■+- pn' = m'ft ■+■ it* + pn. 




J . 7'" — 7' " — 



" Co 

"(f /■ - fr') + "'(/r - »■■) + «"(fr' - ;-ir) = äff. 

Die lElzterea Ponneln liGBiimmeD Doch die Detcrminanlen der Besn 
AxcD durcb die DetermiDiiDteH der neuen Ciinrdinnlep -Blieaen, 
Durch die im Vurelehenclen gpgebencD formeln lassen sicli ailt, 
die gp^tcnseilige Abiiängigkeit der KriKtuUflaclicD betreffenden Auf- 
gaben der Kristullugru[,bic losen. 



Nene Constniktion einer Lambert'schen Auf- 
gabe aus der praktischen Geometrie. 

Von 
Herrn G. D. E. Weyer 

n ^Kt SternTvarle iii Uambtirg. 



Lambert gicbt. im ersten Tbeil seiner Beiträge. Seit« 
72 die folgende Aurgabe, welclie er eine der acbHustea und lu- 
gleich eine der' Bchwe raten aus der praLtiscLeu Geometrie neupi: 



r 



I den 



r Mitfa: 



!lbe 



a PuDkten au bestin 
I die Abweichung- dej 



BÜnte b«ubacht< 



drei 



l>ie fol([ende Auflitsun^ Kründet sich aof der ele^aoten Con- 
uclioD der l'olheootsclieo Aüfrnbe vud Beasel uud Kulen- 
kamp, auf «elelie CUussen in Nr. 43Ü. der AsIranoniBclieD 
NachricbteD iiuFinerksain miichte uod nelcbe sich in Gruuerts 
Geodäsie Seile 24* vorgetragen findet. 

BeieicLuen die Buchstaben .i, B, C (Taf. 1. Fig. 10.) die drei 
Stationeb und D, E, F die drei observirten Punkte, so sind t*^ . 
DÜchst geliehen die Winkel ■-■>• 

DAE, EAP 

JBBE, EBF 'I 

DCE, ECF '" 

mit der Mittagslinie auck fo[gende Winkg' 

• A 

ABB, BBC '1 

AEB, BEC ;j" 

AFB, BFC f 

t die Punkte 



i Verbindung 



njetz 



Betrachtet n 
tiatache Aufgabt 
namaieoeD Linie AC di 
so liefert 
in gerader \, 



! Pothe- 



[|er wiHküIirlich onire- 

Winkel C.4C?=fl/>Cund^CG'=.^Oir, 

nen Durdischnittsiiunkt G\ welclier mit D und B 

■ liegt. Kiien so geben die Punkte A, B, C, E 



einen zweiten DurcliscbnitlB[iunkt ff, welc 

Jerudeo IJnie liegt, und hu auch die Punkte A, B. C, F einen 
ritten ßurcli<ichnittspunkt J, welcher mit F und B in gerader 
Linie liegt. Die drei Punkte G, H, J werden also bekannt, und 
dft niBO auch die Winkel kennt, welche sie von dem Punkte B 
ans gesehen bilden, g() ist^eaer Punkt B und folglich alle übrigen 
leicbt bestimmt. 



Zuaatz des Herausgebers. 



Die Turfaergehende schöne .Cunstruc 
tubeii Problems, welcbes Jedenf';klls hei 
liJUffig mit grosnem Vurlheil angewandt 
VdIcU iu der ftliltheiluag der folgenden n 
ses Problems, weil mir die von Lamli 
gegebene aniitytische Audösong 
Cuurdinnlenaietliode zu bcdienei 

sein, und namentlich nicht, ohne alle weitere Berücksichtigung der 
Figur «der vielmehr dea durch dieselbe dargesiellten specielIeD 
Falls xum Zweck zu führen scheint, wie es wobL su wünschen 
väre, wobei übrigens auch nicht unerwähot bleiben darf, dass der 



iD des obigen l<ambeitr 
i;ea da tischen Autnafimep 
'erden kann , veranlasst 
ilytiscben Auflösung die- 
rt selbst a. a. 0. S. 81 
insbesondere wenn uiiin sich der 
thtigt, nicht Sit einfach n 
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von liBDibert a. a. 0. gegebene aDslytiscIie Ausdrurk falsch ist, 
indem hdwdIiI im Zähler, ula auch im Nenoer ileRKelbeo, au« Ver- 
sehen eio Faclur BuarelHBaen wurden ist. Der Peliler wurde zu- 
erst voD Good entiledkt {l.ambert'g gelelirter Brietwechsel. 
Bd. 2. S. 232), und von Lambert (tlbendas. N. 236) anerksDat. 
Die richtige t'orincl findet man u. A. io Meier Hirsch's Samm- 
lung geometrischer Aufgaben. KrsterTheil. Berlin. 1803. 

Die sechs Punkte wollen wir jehet durch ^, -■!,, -•#, und A', 
A\, ji'j hezeichnen, und wollen onnebneu, dnis in jedem der drei 
ersten Punkte A, A,, .4, die Winkel gemessen worden seieu, 
welche die von jedem dieser Punkte nach den drei leizlern Punk- 
ten A', A',, A\ geiogencn geraden Linien mit gcnisseu von den 
drei erstem Punkten aus nach denselben Seilen hin gezogenen 
einander parallelen geradeu Linien einschliessen, wobei diese Win- 
kel von den in Rede stehenden einander |inrulle]ep Linien au im- 
mer Dach denselhen Seiten hin von bis 360' gezählt werden sol- 
len. Die von A, A,, A, aus nach denselben Seiten hin geiogenen 
Pamllelliaien können die nach Norden oder Süden gerichteten 
Theile des Bstronomischen Meridians «der auch die gUirhnamigea 
l'heile des magnetischen Meridians sein. Nähvrungsweise kaun 
man aber auch die von A A,, A, nach einem und demselben 
sehr weit entfernten Punkte E ffezogeueu Linien anwenden. Siud 
die Entfernungen des Punktes E saa den Punkten A, J„ A„ 
und die Entfernungen der drei letzten Punkte von einander nähe- 
rungsweise bekannt, so ist es in dem letzten der drei obigen Fälle 
leicht , die Parallaxe zn berück sich ligeo und gehörig in Kecbnuns; 
zu nehmen, wuzil eine besondere Anleitung hier nicht erl'orderlico 
ist. Die drei von den Punkten A, A,, A, au& nach denselben 
Seiten bin gezogenen einander parallelen geraden Linien ivoltea 
wir im Folgenden der Kürze wegen scblechihio die A\cd nennen, 
und wallen nun die folgemlen Bezeichnungen einfahren. 

Die von den Linien AA', AJ\, AA', mit der von A aus ge- 
zogenen Axe eingeschloGsenen, von dieser Axe an nach derselben 
Seite hin vun bis 360° gezahliea Winkel suilen respective durch 
a, ß, y bezeichnet werden. 

Die von den Linien AiA', A,A',, A,A\ mit der von A, aus 
gezogenen Axe eingeschlossenen, von dieser Axe nn nach dersel- 
ben Seite wie vorher hin von bis 360" gezahlten Winkel sollen 
resnectlve durch «,. ß,, y, bezeichnet werilen. 
_ Die vun den Linien A,A; A^A,'. A,A; mit der von A^ aus 

H gezogenen Ase eiogeschloHsenen, van dieser Axe an nach dersel- 

■ ben Seite wie vorher hin von bis 360° gezahlten Winkel sollen 

■ resp 

f Axe 

m Seil 

■ end) 

^1 diesi 

H Absi 

H der 

^^K- man 

^m den 



peciive durch «,, ß,, y bezeichnet werden. 
Die von den Linien AA,. AA, mit der von A aus gezogenen 

e eiagescblossenen, von dieser Axe an immer nueh derselben 
Seile hin wie vorher von bis 360° gezählten Winkel wollen wir 
endlich respective durch ip, if> bezeichnen. 

Nehmen wir nun in jedem der Punkte A, A,, A, die von 
diesem Punkte aus gezogene Axe als den positiven Thcil der 
Abscissenaxe eines rechtwinkligen Coordinotensystems an, in welchem 
^-- positive Theil der Ordinaleusxe eine solche l'age hat, dass 

n lieb, um von dem poditiven Theile der Ahscissenaxe dureb 
den Coordioatenn'inkel hindurch zu dem positiven Theile der Or- 
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^^" 


^ 


liaatensxe zu gelaogen, nacb üeraelben Riclitun)^ hin bewegen 


s 


nusB, DHcb nelcber vod den von J, -4,. ^, aus 


gezogenen Axen 




in die Winitel a, ß, /; «,. ß„ /, ; o„ /?,, r, v. 


>n bis 36«' gt 




läblt werden; so sind die Conrdinnten der Punltte 




V 


^', A\. A\ 




^^^Ä 


n dem Sjsteme, dessen Anfang .4 ist: 




^^^^H 


y/.f.eos o, J^'.sip O; 




^^^H 


l) AJ\ . eo. A, J.<', . sin e-, 


, 


^^^H 


.i.f,.c..r,.l.l;.,\„r; 




^^^^H 


D dem Systeme, dessen Aiifnog A, ist: 




^^^H 


W 1 J,:<',COS O,, J,A'..\0 O.i 




^^^^H 


■ , 2) J J,^', . COS /!„ J, J', . sin |!, 


■• 1 • 


I^^^H 


r lA,j',.co>r„ A,A;.ni, r. 


p* 


^^^^H 


n dem Systeme, dessen AnTang ^, ist: 




^^^H 


( A,A' .cos a„ A^A- .iin a,; 




^^^^^H 


_ 3)1/,^', .eos|«„^.J',.sin|!, 




^^^H 


K l-^i^', ■ cos y„ A,A', . sin ;■,. 




^^^1 






^^^H 


^„ ^. 




^^^H 


D dem Systeme, desseD AnTang .4 ist: 




^^^^1 


jj^,..ns^,^^,.,in,; 




^^^^B 




V 


.Iso Lat man nach der l^ebre Ton der Verwandtuo 


K der Coordiua. 


^1 


;d die zwölf folgenden GleichuDgeo: 




H 


AA- .C06 a = AA^,coi ^-^A,A- . 


. cos a, 


1 


/ =AA,.co»if,-^J,A. 


cos «„ 


^H 


K 1 AA' .s\u a=AA, .Bio ^-\-A,A'. 


sin «, 


^^^^1 


H< 1 =zAA,.i\n^< + A,A'. 


siD «,; 


^B 


H' \aA\ .coa ß = AA, .cos y + ^.^', 


.cos,J. 


H; 1 —.*.:/, . cos V H- ^*,'^. 

■^ W-''', . siü ß = AA, . sin 9 +^,.^', 


. COi ß„ 


^1 


. sia ,?. 


H 


■ i =AA,.uin^-k-A,A\ 


.BiB^,; 


H 


■ p-J', . cos y = ^^, . cos 9> -1- A, A\ 


■ "oa /, 


H 


^B f = AA^ . cos V -f- ^jvrf'. 


. coa ;'„ 


^1 


H !^^', . Bio r = ^'^i ■ Bin 9J+.i,-4', 


. siD r, 


^1 


JF \ = -i.^, . sin i;- H- .^.^', 


■ Hin r. ; 


H 


elcbe die dreizelin unlelcanplea Gräasea 


i 


J 



!-#' 






)äJ„ 'AMi'i- 

jt,A, A,^„ A,^,i 
J,J\ J,J-„ J,^, 
eutliallcD, die sich ulao uua ii«B obigei twölf Gleicfanngeii nickt 
cSmmllich bestimmen bsaea, 

HsD kaDD diese zwölf Cleichungeo nuf folgende pDrm fariog«n: 
.4^ , . cos <p =i ^.f .eoaa~.1,J- .eata, 



= A.t, 


.CO. ß-A,.t, 


.CO,/», 


= J.4\ 


.ca,,-A,A, 


. CO. Yx 


^ = AA- 


SM a~A,A 


. Bio a, 


= ,<^, 


,i„ ß—A,A-, 


• "0 /», 


= AA^ 


sin r-J,^', 


• «■ r,. 


^ = AA 


CO. a-A^ 


CO. o. 


= AA, 


CO. /(-./../•, 


CO. |S, 


= AA, 


co.r-A,A. 


Co. y„ 


f = AA' 


sin a — A^A 


sin a. 


= Ait, 


.„ß-A.A, 


■in/». 


= AJ, 


.in r-A,A, 


.io>,i 



and erhält sdb diesen 1«titern Gleicbungen ferner obne alle Scbwie' 

rigkeit die vier fulgendee Gleicbnogcn: 

i^J'..i.(a-(i,)-J,J'..in(o.-,»,) = ^J', ..io(/!_|t,^ 
L(^..io(—,,)-J,,f ..in(o,-,,) = ^J-,.«„(,_r,|. 
\aj . ,i,,(o-./f,) -^.^ . sin (»,-/!,) = AA^ . .in (?-|!,), 
(^.<' . ,i,(o-r,]-A''' ■ .ioK-,,) = ./J-, ..in (,-,,)! 
«Jenen .ic)^ duicli Division sogleicli die lieiilco Gleiclinnt^n 
«in (»-/l,)-.»,.<-.sin(o,-|l ,l _ sin (|1-|<,| 



. (, 



A^tt . «in [b, 
J.J" .'sin («, 






-n) — ■'jJ'.siu (n, 

'' A^ 
A,X 

' AA ^ 

. A,A^ 



-ß,> 



-y.l 



■ 'y-y .) 



pri^-ebeo, welche nut 



bloss DAcll 
J.yT 



! beiden unbekaooteD Grössen 



entbalten, die Rieb also mittelst derselben bestimmen lassen. 

Zu dem Ende briog'e oitin diese Gleichaagen zuerst auf dl« 



■in (o- 



si» {ß-,ß,)-Au {a-ß,) 
-==«n (o, — jJJ Bin {P—P»)--J^ 

■ (a-y.) sin (r-;-.)-«!!! (a-y,) 







-r,) sin (r — r.)- 



^^ 



-sin{«,-S)iii 
, iveil, wie msn leicht findet, 

Bin (a-|J,) sin (?-^,)_si„ («-/?,) si 

= sin («-^)sin ((?.-/«,). 
BiD (o — c) gfn (j. — y,) — sin (o — y.) si 
= ^io (a — y) sin (y, — y.) 
Buf die Furm , , 



'(y-y,).- 
a(l»-|S.) 

(r-r.) 



sin (o — /S) sin (/S| ,t-;J?,) 



I^ain («i 



. («-r) sin (r.-n) 



. K-n) «in (;-->•<) 



-*,^ 



■nd erliält niis diesen Gleichui 



DU mnn der Kurse wegen 
, ir=.i. (a-|)| .in (|«,-/!.l sin K-y,) .in fr--?,), 
Ur, =.in («-fl ..in (|S, -ft.) .in (a, -,,) .in (r-;-,), 

121 ■' = '" '°~'' "'" <'•'-'•■' "' («.-W »» (l»-l«.). 

'li.=«n<"-rt "nC/,-?.! .in(«,-|!,).inO)-/!,), 

j»=.in (o, -^,) .in (;!-/«,)- .in (o,-?,l «in (j--)-,), 

1 A'=.in («,-;■,) .in ()•- c) lin (o,-/!,) .1« ((i-/!,) 

iWrt, ohne sile Schnierig:Iteit ,^ ,;i,j..ü/ ,i*U • :j xV •)!'> (■' i -i 1.1.I 



I die Verliaitoisic 









■oittelBt dieser Formelo 


gefanden 
IT' 


BO ergebeo Bich die \ erhall 


mittelst der folgeDden 
den Formeln: 


mmiltelba 


nun deD GleichungCD T) flUj 


-iJ-, s 


n(«-^,) 


.In C-J.) ^,rf 


n 








D {ß-ß,) 


>i« OJ-f,) ■ J^r' 


r («-y,) 


.m(«.-y.) ^,^ 


rz: 




.in (.,-,.,) a,j: 


Die VerbätlniBse 


n (y-y,) 


.in 1?-^,) • /l^- 



A,^ , a,a; a^j\ j^ 

AA ' AA '' AA '' AA 
erhält man liierauF roittelBt der folgenden bub 
sich unmiitelbar ergebenden Formeln: 

~ ain ßt Bin ^, ' "ZF "*" sin 7i 

1^,.^, c"S B . cos <r, J.J- 




Zur ßerechDUDg der Winkel 91 und ^ bat man nach denj 
cfaungen 6) die folgenden Anidrücke: ■•■<^<< <'■■■ — «- 



^^^^^v 


p_ 


^^^^^^^B / 




^^^^^^^^^^* • itnnir fo- '''^ 


^^^1 


^^ - - ' \ * ' ^,J" 


^m ;li,., 1 ..> = -™..,.-^ 


^^^^^^1 


V .^w» . ,• ^.^- 


.^^^H 


^V J siij B — sin n, .^-^ 
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PCad znr Beitechnung der Verhältnisse 


;f^H 


JJ, ^--(i 


> 


Ad' Al- 


■ 1/ ■• J 


' hot muD endlicb die foIg-endcD nua den Glekimno-en 
L benden Formeln: 


6) »icb e^gftr" -i 


■ [AA, eos n cos n, .i,/f 




» .1 -J^ " CO. T cos y ■ J.J- 


lü^ ■ 


^r, \ _ sin ß sin a, .i,^ 






V 17) ""'' si„y-^J" 
K. ' \aA, cos « . cos «, ^.4' 


i.in 




^■l i ^J' cos yi cos V' ' ■^'f 




■ f »il. . «. J.^ 




H l . — siD'^ »in V ■ ^:?'' 




1 Hkii musi Tür y und )/i diejenigpn der beiden zwiacfat 


tn und 360» 


liegenden Wertlie nehmcii, wciclic nucli den Formeln 


Iß) jeder die. 


ser beiden Winkel tiaben kann, die railtelst der Fo 


rmeln 17) für 


"die Verbaltuisse 




AA^ AAj 




AA" AA' 




positive Wertbe liefern, so dass alau über die Art, 
Winkel y und V z" nebmen bal, nie eine Cnbcstini 


wie ..liin die 


mlbeit bleiben 


kann. 




Beieicbnen wir die Coordinaten der Punkte ,4, 


, -^, und J', 


^,, ^\ in dem Systeme, dessen AnfanR: J ist, rei 


fpectiFe durch 


X,, y,: :s„ T. und, X', i"i A'.., i".,i X\. r. 


i so ist nach 


4)üi.di5, , /■ , - 




' X=.i4, .CP8 V, r.' = ^i. .sin y; 




X,=^^, .COBt, r,=A4, .Bin 7/) 




Tbdl 111. 


6 




^f 



y^^^' • lin aj 



.V, =AA\ . cos ß, r, = A 



19)^^cos,!. 



-jj'' jÄ-='"'P-^r^ 



i welclicr FormelD mun also jetzt aucli die VerliältDiBBe ''|{ 



1 der Punkte --/i, ^, 



dessen Anfang -■! i 

Wir wollen jetzt Uoa 
durch welche die Verhakt 



*ch zeigeD, wie man die Formeln 



auf denen die guuze übrige Rechnung lieruhet, gefundeo we 
eil Kinrührung v«d Hülfswinkela zur logarithmischeu I 
g beifUCiii einrichten kann. 

Bcrechaen wir nämlich die drei Uülfswinkel |, ^,, |, mi 
Formeln 






&-,-*.) 


'»»8 f = .iD (.-« .i 


Id.-«' 
in(y-i-,) 




in (ß-ß,). 


'•"B 5. -.in (»,-,„) 
mau leicht (ludet, 

sin (b-|S) sin <?,-?,) 


in iy-r.y 
l-..ngS 



I. (=i~jS,J«in(^-W' ] 
,in (a—y) «In (y, —y,) 
iß («.—/.) sin iy — y,) ' 



— tsng f, tinf (,-* 
1 — cot g tang g, 



sin («-fls 


1 (»,->,) = 


s (f + S,) Bot;*.: 


■in («,-,!,) 
sin (.-,) si 


in (/t-/*J c 

(r, -r>) "i 


BS (i,+£,)eMf 
nrE-E,)...!. 



-y.) sin<y— j-,) c(««,-(-i,) s 



1 ferecbaet mau die Hiilfswinkel 0, &, 
Iß) 



«(« 



ittelat der toi 

ii"(«.-;i. )si: 



Ifang 0, = 
so ist, wie man 



e man fcicht fiadet. 



r.)sm (r-y,) » 






I|ä,— ;«,) 1 — tang ' 






' (r-?.)« 



— lanif 0^tang 45° 
-tong &,=tDDg 45' 



ji,) sin (;ä — ^,)" ] — lang 6,'. . 
(tS" — 8) ■ V2 



- («Dg-, = — 
-taug 01 =- 



1 (48° — fti).VX2 



23) 






Weil Dun nach II) 



-f.) .in («•-» ) 6 



. (»-« .in tf, -f,) 



I ist Dacb 23)j wie mna 

_ .i..i(»-/').in|y,-)l,) 



,-W.iii(A 
icjit Godct: 
n(45°-8)«o. 



1 (45" — e) cos 9, 



1 {45- — 0,) coB 






ifiese Weise bai 



,(0-0,) = -- 



an also die Verhätlnisse 



bloss mittelst der beiden HUlfswinkel Q und 0, berechnen, da im 
fie^eatbeit die zuerst gelehrte ftletUode die Berechnuag der drei 
Hülfswinkel |, |,, ti erfurdert. 

Bemerken wollen wir nun endlich noch, daas, wenn an den 
FnnktcD J, ^,, ^, die sechs ISO" Dicht übersteigendeD Winkel 
A'AA',, J'AA\; A'A,A'„ A'A,A\; A'4i-^\. A'A^A\; und 
Itwa noch in dem Punkte A' die zwei ISO" nicht übersteigen den 
wurdeu sind, daraus olfeubar 
werden können, welche in A 

. , ,, , _,r Lioie AA', in J, die Linien 

'(i^, jt,A\, A,A\ mit einer von A, aus der Linie AA' parallel 
ä = 



Itwa nocli in dem Funkle A die zw 
Winkel AAA^, AAA^ gemessen i 
Itoiet leicht die' Winkel hergeleitet v 
ii% Liaien AA', AA',, AA'. mit der 



IT?- 
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uud nacb derseltieu Seite tiio ffonffeDeti Linie, in A, die 
A,A; A^J\, A^A\ mit einer *on J, aus AerUaieAA' 
\ lel nnd nacb dersellieii Seite hin gczugenen Linie eiaBohlii 
^ wobei all« dJbse Wlokel von der Lioie AA', und den dei 
von A, uud A^ aus parallel gezogenen Linien an imm 
selben Seite bin von bis 360° gezählt nerden. Ilat man 
diese lelztero Winkel, so kuim man die gegenseitige La{ 
sechs Punkte A, A^. Aj und A\ A',, A\ ganz nacb r" — •■ 
hergehenden entwickelten Furmeln besliinmen. Die Li 
dnnn der positive Tbeil der AhBcissen.ixe des zum Grunde liei 
den recbtwinkligeu Coordinntensvatems, und der positive TbeiF 
Ordinatennxe wird immer nacb ifer im Obigen in dieser Beziebnq 
gegebenen Bestimmung genommen. 

Die vorhergehcude analylisclie Auflösung des wichtigen nni 
leressanien Lttmbert'echen Problems scheint mir vor der ge] 
liehen, z.,B. bei Meier Hiracb a. n. O. sich findenden ai 
sehen AuQüsung vorzüglicl^ deabulb wesentliche Vorzüge zu 
weil letztere eine stete Berücksichtigung der Figur, oder viel 
des durch dieselbe dargestellieu specialen PbIIs erfordaH, 
bei der ersteren-gar nicht nothwcndig isl, indem dieielbe 
der im Obigen entwickelten Formeln ohne alle weitere Bcrücl 
tigung der Figur, allein auf dem Wege der Rechnung, ganz 
zum Zweck führt, insofern nur erst, wie sieb von seihst vei 
die aämnillicben Grüssen. welche als gegeben betrachtet 
gehörig and ohne alle Zweideutigkeit bestimmt sind. 



XIV. 

üeber die abgeleiteten Vierecke, welche von 
je vier nierkwürdigeo PimUteu des geradlini- 
gen Viereckes gebildet werden. 



- Herrn Professor C. A. Bretschncider 

.«li ,H" in Gotha. 



Sa wie daa geradlinige Dreieck in den Mittelpunkten des ein' 
DDd um sesch riebe Den Kreises nnd in den Durcbschntttapunkten der 
drei SdiwerlinieD uad der drei Uobcnperpendikcl merkwürdige 
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pbl* dnrbietet, so lassen sich solche auch bei dem ßeraill inigen 
irecke auffinden; nnr mit ilem Onlerschiede, dasH das letztere 
ner vier Punkte einer und derselben Gattung darbietet, welcbe 
lammen ein abgeleitetes Viereck bilden, das dem (.'rviereck 
bestimmie Weise verwandt ist. In dem Folgenden Eullen einige 
ser abgeleiteten Vierecke nälier uateraucbt werdeo, wubei ick 
;h genau derselben Bezeichnung; bedienen will, welche ich in 
iner Abhandlung ,,über die trigonumetriscben Relationen des ge- 
iipigen Viereckes" (Arch. Tbl. II. Heft 3. S. 225) gebraucht habe. 
KwD ich Formeln aus dieser Abhandlung ciliren uiuss, soll dies 
HKürze halber immer durch das Wort „llelatianeu" geschehen. 

f I. 

Ich hetrncbie znerst das Viereck, welches von den Mit- 

punkien der den Hauptdreiecken T,T,T,T^ umge- 
hri ebenen K reise gebildet wird(Taf.I.Fig.]I.), und nennediese 
iitelpunkte mit den Zeigern der zugehürigen Dreiecke 1, 2, 3, i, 

leochtet sofort ein, dass im Vierecke 1234 der Winkel 



r 



C 314 = 180» — (ab) l_^ä'i = J 

^'^.324 = 180'' — (ä,(S,) Z. 26-5 = 180" 

"*£. 132 = 180" — (ai, ) £ 274 = C 

^142=180» — («,Ä) u. B. w. 



D mufls. Hiernach verwandeln sich die Winkelgrössen , welche 
Urvierecke durch ipip'iir" bezeichnet worden sind, für das nhge- 
:ete Viereck in die Worthe 360« - ip. — i^' und —!/'"; d. h. 
UD in dem Crvierecke die Huoptccke C ausserhalb des um ABD 
ichriebcnen Kreises liegt, was immer als Nurmiilfull augenom- 
n worden ist; so liegt in abgeleiteten Vierecke 1234 die, C 
sprechende Hauptecke 1 innerhalb des um die drei anderen 
uptecken 234 beschriebenen Kreises. 

Man erhält ferner für die Seiten des abgeleiteten Viereckes 
jz leicht die Wprthe: 

(13) = a,=i« (cot {Ä,c) — cot (ir,) ) 
(24)=:a :=ia,(cot (Äc) — cot (ä,<;,))i 
(14):=b,=iÄ (cot (a,c) — cot (ac,) )l 
(23) = b =:i«,{cot (ac) —Ca<i{a,c,))V^- 
(34)=(,=ic (cot (aÄ,)+cot (a,/.) )\ 
(12)= c =ir,(cot(»«) -t-cot («,Ä,))/ 

1 ist nach „ßelat. Nr. 50." 

-b^e) 



eot (Ä,c) — cot {ie,):= 



«.(fcj 


,in(4,t) 


IE' 




>T,T, 


4i^r,r,r.r. 






t87 
E'b, =«■»« Ff oder A'S^b, =4a %%' 1 

E't, :=U'r F-F" A^'E^b, =4/ S'g") 

t^ben so fiodet maD aus den GleicbuugeD: 

g»g''«.' = t'S,'S,' + C,'X,'I.'+2«,S,2.S.t, cos C 
n. s. n. die den vorigen ganz eoisprecbeaden Werthe: 

iFF'ß, =S,B'i 9. 

Es geheu 'laber die zu^eo riloe teu Seiten des [Irvier- 
eck«s in die do|ipeUen Verltinduni^sliüiuD der Mittel- 
punkte je zweier t-egeuseiteD des ubgelciteleu Vier- 
eckes über, UDil eben so geben die doppelten Verbin- 
dungslinien der Mittelpunkte je zweier Get^enscitcn des 
rrviereckea in die zugeordneten Seiten des abgeleite- 
ten Viereckes über. Die Verbindung rou Nr. S. und 9. gieb't: 
6.a.=*»,^,a, ^F- .6,t,='iFF' .a 
b,(i,=A-'' .dj. i^r .d^b,=2FF' .ß 
6,y, =Ä» .(J,;-, ^F .ä,b,=2F^r' .yrt) 
wodurch die in Nr. 6. gefundenen Relationen eine neue Brweite- 
roDg erhallen. Die eben ernübnie Beziehung zwischen den zuge- 
ordneten Seiten und den niitlellinien beider Vierecke gilt unuittiel- 
bir auch von den Winkeln, die diese Linien unter sich bilden. 
Ificb „Relat. Nr. 83.'* bat man die Gleichungen: 

aß cos [aß)= ^F^f'p. ' 

, , Ä'r,»r » — Ä »r.T.'f ,, 

«y cos («;•) = Lpp-^F- "- 

0Y cos (/!/) = -FFF' ~| 

nach „Relat. Nr. 8." a,'—a'=S^d, cos (rf,,) o. 8. w. Be- 
■aichneo nun («,(Sj {a,r,) {ß,y,) und (b, j (^,,) (b,,) dieselben 
Winkel^rössen im abgeleiteten Viereck, welche (aß) (d, ,),u. s. ff. 
ia Omereck andeuten, so Gndet man aUbald: 

cos (b,,) = -|-cos («;?), cos («,j!,) = -i- cos {ä„n 
COB (t,,)=— cos {ay). cos («,)-,) = — cos {d,,)[ 12. 
cos (^„)=:- cos (,*;•), cos (/¥.;•,) = -cos (<?„)) 
varsDs, itn keine dieser Winkelgrössen 180" übersteigen kann, die 
GlciebnDgen 

(»,,) = ISO" -(«rt («.C)=180"-(<>,.) 13. 



t-^ 



fulgeu. 
Viere 
ecke 



) (Inss liiemacli dio x 
es die Winkel der 



So nie aua dem Urvierecke de 
SD kanu man aiiB letzterem wiede 
aus diesem eio dritles, und sorert, 
puakte der je drei Uuuuteckeu umt 
zeictinct maa in di 



I Viereck 123'i ob^eleitet warde; 

ein zweites 1 iereck erholtcB, 

indem inoii immerfort die Mittel- 

Gschricbenen Kreise nimmt. Bt- 

I RiiDgea die einzelnen Lioien 



und Flächen mit ileoselben deutschen Bucliatabea, welche fäi 
Viereck 1234 gebniuclit worden sind, setzt ilinen ji-doch sur CiiU^ 
Scheidung eine (2) über, so ifi^, dt> die CfHiataote 
_-g' **«■' 



vird, also für alle abgelelteti 



Seiten des ub^eleileien 

gleich uruuortioiii 

' iVi 




= A 



idcriicb ist, 



kel der ersteren den Winkeln di 
folgt: dass alle abg 
dex einander und d 



ele 



olo 



nur- 



tete 



sind denen ift 
Da nuu zugleich au<;h die Wiii- 
letztereD wieder gleich sind, su 
Vierecke von geradem tn- 



die Con 

Gebt 

80 findbt 



lül, 



nd Flüche 



nmittel- 



üU A* verhalten. 
um zweiten ubgeleiieten Viereck zum dritten aber, 
janz aul' uleiclie VPcIse, duss die Seiten des letzte- 
ren denen des ersten Vierecks gleich pro|)OrtiüDirt sind; und di 
ülierdiefis beide Figuren dieeelhen Winkel haben, su sind aach 
alle ahgeleiteten Vierecke T«n ungerader ludexautil 
etnuDiler ähnlich und die homologen Seiten uai) Plächti 
je zweier unmittelbar auf einander fulgenden verhatten 
sieb respertive wie die. Constanten /:' und <C-'. 

Was endlieh die Halbmesser der den Dreiecken T,T,T,T^ 
umgeachrieheneo Kr^se niibngt, die in entsprecbeoder Weise mit 
Jt,/t,R,Jt, bezeichnet werden mögen, so ist es leicht allerbnnit 
Relationen zwischen ibnen und den HestantJtbcilen dea UrwiereckM 
herzuleiten. Man erhält z. B, 

X,R,-A,R , __ aiM A tl,R^~R,R t _ sin C 



R,R, 
oder 
R,-i-R, 



-R,R, 



' R.R.—RtR, 



=tgiv tgiM-Ä), j^jc-'^'^'f 'sii^-^^) i 

fe^=cotKcot'(ff-*r), ^^t^ = cot i^i/' cot UB-i-C)\ 



R,-hR, _ 




= cot^i/i' cot4{C4-^)| 



: keinen Au.sdruck dar, de^ sich besonders anf- 
lögen sie für jetzt abergabgen werden. 



^^^■^L ....-, |,_ ■ ■■ : 

leb betmclite zweitens daa Viereck, welches von den Ourcb- 
scbnittsnnnkten der Perpendikel gebildet wird, die man 
aus den Mittelpunkten der Vierecksseiten auf ihre Gei 
^enaeiten fällt. Ttlimmt man zuerst die vier l'erpeDdikel in dem 
(inlacben Vierecke ABCDA erster Form (Taf.l. Fig. 12.) und nennt 
deren Durchscbniltspunkte 1, 2, 3^ 4, 5, 6, so bilden die letzteren 
ein vollständiges Viereck, dessen Winkel genau dieselben Wertfae 
baben, welche in Nr. 1. für die Winkel des in I. betrachteten Viei<- 
pi'kes gefunden wurden. 

Ferner ist, wenn man die Hiiifslinien FE=.GH^=.\c^ und 
FG^^UE^^c zieht: 

£2 = J«, cot {i,c,), £'4=:ia, cot (fo) 
n. = \b^ c»t (»,c,), /"a^l*, cot («w) 
G\^\a cot (iSc,), C3 = i» cot (Ä,c) 
I U\^rz\b miijac,), tf4=:ii! cot (o,c) 

t Dieü gicLt für die Seiten des abgeleiteten Viereckes: :-l 

(24) = -ia,{cot (Ä,<:,) — cot (fe) ) 
(13) = i» {cot (Äc.) — cot(Ä,c)) 
(23) = ^Ä,(cot («,c,)-cot {«c) ) 
(M) = JÄ (cot{«c.) -cit(«.cH 
und für dessen Diitgonalen die Werthe; -- i 

(l2) = ^c,{cot (ab) +c0t {«»,*.)) 
{34) = ic (cot («Ä,) + cot (a,*5) ). ■ : 

Die beiden letzten Cileicbungen zeigen, dass die von dem Hittfel- 
luukte jeder Diagonale des einfachen Viereckes ABCD auf die 
lodere UiaEonale gefällte Senkrechte durch zwei. Gegenecken des 
Viereckes 1234 hindurchgehen und daher eine Diagonale des l.etz- 
lerea bilden muäs. Es bilden daher die sechs Perpendikel, 
welche von den Mittelpunkten d«r sechs Seiten des toII- 
'ändigen ürviereckes auf die Gegenseiten gefällt wef- 
^'cbs s'e^iten.""' *" " '"''^'«'"' " ^^ eitetes Vierec 

Zweitens aber ergieht sich aus der-V^fgleicbung der varstehen- 
J«n Ausdrücke mit denen in Nr. 2. gefundenen, dass die Seiten 
ies hier betrachteten abgeleiteten Viereckes den IJeiten des in %. I. 
nnteraucblen vollstümdig und in gleicher Aufeinanderfolge gleich 
lind. Deamacb ist das hier betrachtete Viereck dem des 
S. I, congruenl. Und je zwei homologe Seiten beider Fi- 
Kureo sind einander parallel; ein Satz der sieb auch sehr 
leicht uuf sjnibetischcm Wege 'beweisen lässt. Auch ist ouf der 
Sirlle klar, dass die Gerade, welche i ' ' ' 



l'ge Ecken heider 

m^inscbaltlicbea D 

; linien ä^SJ, des Ui 

Umielben halbirt w 



punkt der 
indnrcbgeh« 



durch de 



Mittel- 



verwaadelt sich daa 



I 
J 



iü^H 



abgeleitete Viereck des f. I. i 

SUDkt dea unigesirhriebeDeD K 
er iDtercssaiite Suts: „daas 



rci Mittellini« 
eraden lieget, 
irt wird. 



, namlicb den Mitlel- 
i folgt d»Di) sogleich 



rcbscLnittspunktc 
:ren Punkte genau 



III. 



Ein dfiltes Vlerädc, welche«, mit den bereits uuteraachten eng 
zuaummeulinngt, entatebt durcb die DnrcbaotinittBpnukte der 
Höhenperpendikel in jedem der vier Hauptdreiecke 
r.Tjr.T,, (Tat. I. Fiff. 13.) Zieht maa die Gerade Ä'l || AD, 
so wird Ä3:=C3 — jffl + ff, sin ^=:Ä(cot (i,c) — cot {bc,)\ 
+ 0, aip A, -Dies giebt durch Substitution ans Nr. 2. die Glei- 
chung Ä3=2a,-|-a, aJD^, mithin (13)» = (Ä'3)' +«,' cos ' J. 
Macht man für die tiliri^co Seiteu des neuen Viereckes ähnliche 
Entnickeluugeo, so ergiebt aich: 

(24)" = «» H-4a» —4a» sin A 
(I3)» = a,»-t-4a, '4-4(1,*», sin a\ 
(23)» = Ä» H-4b» —4b b Bin b\ 
(U)»=:Ä,' + 4t,'+4b,Ä, sin äM*' 
(12)» = c» +4c* —4c c Bin cl 
(34)» = (;,'-4-4c,»H-4[,c, ab c' 
Diese Ausdrücke lasseu aber noch eine b o merke Da wcrthe (7mfar- 
mung zu. Es iat nämlich nach ,,ßelat. Nr. 95." 
«' T, T, — «, ' T, T, ;= F"E' 1 
ÄT.r. — i,"T,T, = ^'Ä*'{ 17. 
e' r, T, — <■ , » T, r, = ^ £■' ) 
nud mit Hülfe dieser Gleicfauageo und der Ausdrücke Nr. 4. ver- 
wandeln sicli die in Nr. 16. zusammeugestellten Werihe der einxel- 
nen Vierecksseiten in nacbfolgende; 



^■=a> 


.2i±^-.. 


(13)" = «, 


•^i^ ". 


(23)» = k' 


.s'+r «. 


(14)- = t. 


.2— ji Ä, 


(12)-= c- 


-^- 


(34).= ,,. 


2^ + "' ^ 





^■^ 




Njttelst dieser, in der That sehr eiufacheo, Ausdrücke Icbdh nun 1 
. jeder aodere zu dem neaeD Vierecke gehörige Werth leicht gefun- ■ 
1 Jeo werdCD. Nennt man a. B. die doppelteo Verbiodungsliniön der - ■ 
,' illittelnuiikte der Seiten (24) uod (13), ferner (23) und (U) und ■ 

cadlicL (12) und (34) bezieliuDgswciae /^,/,«,, so ist, weil ateta fl 


ftto-a.«.) 


sin .< = (M- 


b,«,) .in ß = (e<:-t,e,) sin C=^ 


Min nnsB, 






..■ = 4(1 + 2*.)^. 




'.•='l(l + «')f?C- 


^V=^.-H||i-^-.V 


».•=4{1+W)^?> 


-^■• = *.-+Si-f) 


Winkel des 


nan ferner die 
neuen Viereckes 


ZU ^,',*, ffehöriaren charakteriatiacbeu 
beziehuaK^neise mit A'B'C\ so ist: 


'.* — 'i' 


= 4(24) (13) CO. J' = 


4(H-M') o«, CO. ^1 '■ 


'.'— 'i 


= 4(23) (14) c 


JS Ä' = 


4(1+4*') M, CO. «j 20, m 


*,»—(, 


= 4(12) (34) c«, C' = 


4(1 + 4*-)»,:, CO. C) m 


Für die tod je zwei Seiten des abgeleiteten Viereckes eingesclilus- H 
•enen Winkel ergeben sieb die Werüie; | 


!(S4)(M)eo 


(3J4)=_4r, 


!cot(ai 


+2(l+2*')eot(»,«.)i -. ■ 


8(14) (13) eo 


(314) =-47-, 


|cot(/*, 


,)+2(l+2*-)eot(.«)| ■ 1 


!(S4)(14).n 


(2il)=-4r, 


|c4.t(«Ä,)+2(l+2A')cot(o.Ä)t "■ ■ 


8(83) (13) c» 


(231)=_4r, 


cot(«.Ä) +2(H-2Ä')cot(»*,)I 1 


Inf einem 
Bian auch: 


"■■'""■" 1 


k 




M 


1 




■;.l 


1 




1 




1 


L 




1 



'.'^ ■'"'•■ "•■•"'■■';■ ^'^ t 






•i-1- + f 







woraus sich ziemlich einfache Formeln fiir die Flächeoiahnlte der 
r Hau|jtdreiecke des Viereckes 123^1 ableiten hissen. Es bat in- 
dessen kein grosses loterease, diese tlnterauchung weiler fortzU' 
setzen, und ich heBchrÜnke mich daher darauf, noch zu erwähnen, 
dass wenn das Urviereck ein Sehneaviereck wird, alsdann nach 
Nr. 16. und 21. auch 

{24) = o (23) = Ä (12) = c 

(13)=ö, (W)=*5, (34) = c, 






L241 =(««,) 




ittspnnkte de 



irerdeii mass. Cod 

ecke die Durchsi 

Aen vier Hauptdr< 

eines dem Vi 

Dach weiter geben 

eben SeiteD erörtern, 

1234 die Verbiadungsli 

entsprechenden Ecke des Urviereckei 

Geradea sebr elegante VVerlbe, wie 



tdreiocken, su bilden diese die Ecken 

:recke congruenten Viereckes. Wollte man 

:L nucb die gec;eDseiti(;e Lage der glei- 

lüsäte man in dem allgemeinen Vierecke 

jedea Eckpunktes des leuteren 



MJ,. 



, Jj'-HJ,' 



2J,J, cos(<f^,—2(6e,)) 



Man erLält für dieae 
2ib,c 



VDd findet dndnrcli, dass im Sehne 
ilim abgeleiteten Vierecke die 
noch parallel sind; so daas al 
von beiden Vierecken Immer a 
punkte der HoLenperpendikel ' 



• ^ XV. ' ■■■^';;o 

Ueber tlie perspectivisclien Lagen eines Strah- 
leQbüschels auf einer projectivischen Geraden. 



Herrn A. G,6bel 

lu Berlin, T^, ~ 



1. Wenn ein Stralilenbuscbel a, b, c, ^ von einer beliebwen 
Geraden geschnitten wird, bo findet bekanntlich zwischen den Ab< 






iicb auf ein Viermk le- 



:ben, das kein Sehnenviereck liE, miiilite wohl kein einziger bekannt 
in. Die durch speciello Anwendung. auf das Sebnenviereck daraus 
geleiteten Theoreme sind bereits behannt, und linden sieb zum TbeU 
I Puisaant und in Crelk's, Journal, Ton wo aus sie in die Anhänge 
r dentsrhen [lebersctziiiig iler van Swinden'schen Geuinetrie überge' 
gangen sind. Eine Tollsiandige Zusainmenstelinng aller dieser Satze 
.;!,.. j.. c.k : — I. _;j eleganten synthetischen Beweisen, eutJiält 



^d 







m 


^" 




ständen der beiiebiichea Durclischmttipunkt« a, b, t, 
Dopuclverbullnias statt, wie zwischen den SIdiib der e 
den Winkel des S trab] eobüscfa eis, Dämlict. 


b dasselbe 
atsprecben- 




tt 
b 


.ab_ sin ai _ Hin ad 






ümgekebrt, findet zniHcEien den vier Punkten a, b, t, b einer 
Geraden und zniscben vier Strablen eines Struhlcnbüschela «, 6, 
c, rf eine Gleicbbeit der obieen Dopiielverbältniase statt, so kann 
man das SlrahleDbüscIiel udiT die Gerade so legen, dass die Punkte 
a, b, t, b aof den eiits|irechendcn Strnblen liegen, d. h. dasa beide 
Gebilde sich in perspectirischer Lage beCnden. 




ab ab 
bc ■ tc - 


_ ba . bc c6 , cb bc . ba 

" ab ' C6 Ca ' ba cb ' ab 






ist, so k»Dd Jodes dieser Do|)pel verbal taisse dem obige 
nisse zwiscben den Sinus gleich geselxt werden, und 
sieb dana, dnss die Punkte 


D Verhalt- 
es crgiebl 




nicht nur den i^troblen 
sondern auch denen 


3) c, a, o, i 




- 




4) d, c, t. a 






entsprechend gedacht nnd niithin auch beide Gebilde auf diese vier- 
fache Art in pers|)ectivische 1-agC gebracht werden können. 

Sind überdies die Strahlen des Büschels und daher auch die 




Punkte der Geraden ba 
so hat man auch noch 


il.iict,a.i.'.r.t-^.fg=iv 












.1 0» , 






flö ab 

Sc ■ bc ~ 


ba>c _ cb. rt_ bc . ba 
ob " cb ba ■ ba cb ■ ob' 




i 


Vergleicht man diese vier Doppelverhältnisse wieder mi 
Sims, so findet sieb, dass die Puakte 

fl, b, c, b. 
JWd.-4«,,St«Alen, 

■""«■*-' '■ ■ ■ ■' Sim,d,c,& 


dem der 




■ 


m 


6) V, .., l, c 




7) c, i, ., rf 




■ 


m.. 


S) i,c,d,. 




F 


entsprechend genommen 

r 


werden köoneii und dass «Isn i 


D dem be- 







w 



^Htadcni Falle vod Lnriiioniscben Gebilden eine achtfache pers^ectt- 

VKiehe Lage mögticL wird, 

■ InsoferD aber bei einer jeden der angeführten Combinationen 

der Mittelpunkt des StrahlenbiiscbelH suwolil diesseits als (symme- 
ii'lsch) jeDseita der Geraden liegen kann, so wird sich die Anziihl 
der möglichen Laa;eD verdoppeln und im Allgemeinen S, aber im 
Fftlle von liarmoniBchea Gebilden 16 sein. Bezeichnet man die ver- 
■chiedeaen Oerter dea Mittelpunkts des perspectivischen Strahlen- 
böaebels, die oberhalb der Geraden befindlich sind, dem aufgestell- 
tftB Schema gemäss , mit 1, 2, 3, 4, (5, Ö, 7, 8), und die entspre- 
chenden nnterhulb der Geraden mit 1', 2', 3', 4', (5', 6', 7', 8') , ho 
lehrt der Anblick jenes Schemas sogleich, welcher Winkel des 
Strahlenbüschels auf irgend einem Abschnitte der gegebenen Gera- 
den bei irgend einer der perspectiv) scheu Lagen steht. So z. B. 
steht auf ac bei der Lage 1) der Winkel ac, über bei der Lag6 3) 
der Winkel at^, d. h. der Ncbeuwinkel jenes Winkels ae, weit in 
diesem Falle zwischen den Strublen a und c der Strahl il Meg^ 
während im ersten Falle der SIritbl fi dazwischen liegt. Dasaerbe 

gilt fdf die Lage 3'), nur dass hier der Winkel ac^ unterhalb der 
eradeo und desshalb der Winkel ac oberhalb der Geraden auf ac 
stehL 

2. Denkt man sich nun die Gerade in der ECbcne featliegead, 
•0 duH oRenbar nur einer jener Mittelpunkte 1, 2, u. s. w. gege- 
ben sein, und es nird dadurch auch dua Strahlenbüschel und dem- 
Däcbst auch alle übrigep Mittelpunkte bestimmt sein. Es kann also 
gefragt werden, in welcher Beziehung diese 8 (oder 16) Mittel- 
punkte zu ciaauder stehen, und wie aus einem von ihnen alle ilbri- 
jKO durch eine einfache Construction zu Goden sind. (S. Steiner's 
Kotwickelunff der Abhängigkeit u. a. w. Auhang). Die 
gegeuwärlige Ahhandlung soll dieüe Frage beantworten. 

3. Bs werde fürs erste ein beliebiges Strahle nbiischel be- 
trachtet. Der Anblick des Schemas zeigt ohne weiteres, dqss in 
den Mittelpunkten I und 2 der Winkel a6 auf ab steht. Folglich 
liegeu die Funkte a, b, 1, 2 in einem Kreise. Dasselbe gilt von 
Im Punkten c, b, 1, 2, weil dem Schema zufolge in den Mittel- 
punkten 1 und 2 der Winkel cd auf cb steht. Zieht man die ge- 
■ ein schaftliche Seh de 12 dieser beiden Kreise (Taf. D. Fig. 1.) bis 
m ihrem Durchschnitlspunkte f mit der Geraden ab, so ist die 
Potenz des ersten Kreises in Bezug auf f: 

fl.f2 = fa.fbi 
Bad die des zweiten Kreises: 

fl.f2 = fc.fb; 
Tal gl ich 

f«.fb = fc.fb. V 

Der Punkt f also, in welchem die Gerade 12 die Gerade ob schnei- 
I in, ist nur durch die Funkte n, b, c, b bestimmt und unabhängig 

loD den Winkeln des Strablenbüschela. 

Ebea so liegen die Funkt a, b, 3, 4 und c, b, 3, 4 in Kreisen, 
feren g|cmeiaschalitliche Sehne ä4 dienernde ab in einen Funkle 
f HchneideD wird, für welchen .^ '.' ^') C jIuj; u- iü ü »uui - flÄaiÄ 




fa.r4 = fa.fb, 

.f4 = fc.fb; 



f<l.fb = fC.fb 

ist, nnd der dnher mit ileni Punkle f zUBammeDfallt, < 
,balb t und c liegen. 

tianx anr dieselbe Welse ergebt sieb, daaa (wegen der 
abU, bcl4,- ab23, bt23| die Geraden U uod 2i sich aaf der 
[• SiEn ab in einem l'unkte j] (reifen, für wclclieo 
8l.ö4 = g2.g3 = 
ga. gbrzxöb.gc 
- ebenso wie f our durch die Punkte tr, &, c, 
. ütiuut ist. 

Aus dem Obigen folgt dqd uDinitlelbar, daas die M 
■.punkte 1, 2, 3, 4 auf einem Kreise liegen, dessen Put«| 
Beiug auF.'f gleich fa . fb = f( . fb. und in Bezug auf ;, 
g(l . ftb =^ ^b . f)C ist, und desseu .Wtleiputikt desbutb senkrecKr] 
einem bestimmicn Punkte e der (ieraden ah liegt. 
erbält seine Bestimmung dadurch, dass die Potenz des Kr« 
Bezua; auf f gleich fc . fg, folglich in Bezug auf Q gleich 'i 
Pud in Bezug auf e gleich ef . cg ist. 

4. Die angefiilirten Beziehungen der Punkte e, f, ^ 
Buch nocb andere Bestimmungen derselben. Beschreibt man nätnlHV 
$ber (IC und bb als Durchmessern zwei Kreise, die sich in o sehne!- 
den, ao ist affenhnr wegen (ja . t|B ^ gb . äc der Punkt g ihr äusso' 
rer Aebniichkeitspunkt, und der Punkt f wegen f a . fb := f c . fb ihr 
innerer Achnlicbkeitsjiunkl. Folglich geht der Kreis über f^ nls 

Surchmeeser ebenfalls durch o (er hat mit den Kreisen Über ac und 
I eine gemeioBchaftliche Potenzlinie); und es ist 
fa.fb = fo.fo, 
Öd . gb = ge . 00. ,^ 
IhT'pan die Potenz des Kreises 1234 fa,fb = fe.ft) ist, so folgt 
■''■■■ fe. fg = fo.fe, - 

mithin ist oe senkrecht aaf nb oder c licEt auf der gemeinscLaftlicben 
über ac und bbi- Deshalb hat man endlich noch 
. ec = eb . tb (= CO . eo = ef . eg), 

g des Panktcse den obigen für die Punkte f und 
ich hat sich ergeben, dass die Potenz des Krei- 
er auf die Punkte c, f, g bcziehlich eo . ta, fo . ff,' 

go . go ist, so Wie sie uberhanpl flir irgend einen Funkt ß der 

Geraden nb gleich ■^0 . po sein wird. 

5. üeber die in 3. entwickelten Lagen beziebuugen liesse aidi 
Docli viel Einzelnes bemerken. Zieht niun z.B. irgend einen Kreil 
1234, den angegebenen Beding-ungen entsprechend, und legt man 
von g aus die beiden Tangenten an denselben, so fallen offenbar 
die Punkte 1 und 4 in deji einen Berührungspunkt (14) und di« , 

^ funkte 2 und 3 in den andern (23) zusammen, wo g(14)=g(23)^k 
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Dieser Fat] fiuJet statt, wctiD in dem (iSbrig«ua immer projectlvi- 
uh^p) SirukleDbüBcb«! af'cd der Winkel ,a&:=eti iat, vvie daa 
üchema zeigt. Die Punkte (14) ueil (33), für welclie die vier Mit- 
telpupkle in zwei zusuinmeDtullcn, lieg-cD dalier auf zwei Kreisen, 
(leren Mittelpunkte (f '■"'l fi '"'■' deren Hall)in''sser bcziehlicL gc 
>iid fi> sind. PLir den DurcIiHcliniit o dieser Leiden Kreis« fulleii 
ille vier Mittelpunkte io diesen einen zuäanimeu. ü. s. w. Ich will 
■lok- aber bei derGfleidien Hefraclttungeu, die aus dem GcEugteD 
m selbst folg'en, nklit auHialtcn. 

6. Ana der (lealaltuuff der Figur erhellet nun aucli, dass die 
Punkte I, 2, 3'. V; 1, 2', 3', 4 ebenfalla in Kreisen liegen. Wen- 
det man das oben befolgte Verfuhren z. B. auf die Punkte I, 2. 
3*. 4' an, so findet sich, duss der Mittelpunkt dieses Kreises auf 
einer im Punkte ^ Sealirecbieu liea;t, und duss liie Geraden 12, 3'4' 
stell in f, dagegen <lie Geradem 13', 24' sieb in e schneiden. U. s. w. 

7. Wenn das Gebilde il, b, C, b nicht mehr gegeben tat, so 
&llen auch alle unter 3. aufgestellten Bedingungen l'iir den Kreia 
1234 neg, und es bleibt unter den Punkten 1, 2, 3, 4 nur die Be- 
gebung übrir, daa« sie auf einem Kreise liegen. Ea können dem- 
■■ch uingekcJirt vier beliebige im kreise Hetzende Punkte 1, 2, 3, 4 
die vier verscliiedenea Lugen des Mitlelp'unkls eines Ntralilen- 
büscbcls vorfit«lten und man kann hus ihnen eiu zugehöriges Ge- 
bilde 0, b, t, t t'i) Ige oder mausen ableiten. 

Der DurchscbnitisHunkt von M uud 23 beisse 3, der von 12 
und 34 betsüe f. Uie Senkrecbte aus dem Mittel|iunktc des Kreises 
\m auf f^ bestimmt auf dieser den Punkt t und auf dem über f.J 
*ls Durchmesaer hesvbriebenen Kreise den Punkt 0. Nun wähle 
luu aut' fj den ersten Punct a beliebig; bestimme dann mittelst 
nebten Winkels ncc den Punkt c und mittelst der Beziehung 
gc=go.{)p dcu Puukt b; der rechte Winkel bl^^ bestimmt dünn 
vierten Punkt b. Da )]b . gc ^ f|0 . <1D ist, su wird auch f^a . ffb 
'SB.go; mithin ist 3 der änssere Aehnlicbkeitüpuakt der Kreise 
W M und bb. Du endlich ^of ein rechter Winkel ist, sn ist f 
r inciere Aelinlichkeitspunkt und fulglich T'n ■ fb :^fc . fb = fD . fp. 
Die Punkte a, b, t, b hithen als» die zufolge 3. ert'urderliche Lage 
il Bezug auf fj. c, f, und folglich werden die Slrnblenbüscbel In, 
It, It, It; 2b, 2n, 2t, '2c; u. s. w, identiseh sein. 

S. So viel über das nlli^emeine StruhleDbüscbel. leb komme 

in iq dem Fall, in welchem die Gebilde harmonisch sind, und 

ib vier andere Miltclpunkle 5, 6, 7, S exisiiren. 

F&rs Erste ist aus der zweiten Hälfte des Schemas klar, ia»s 

le Aittelpunkte dieselbe Beziehung zu einander haben, als die 

'»htankte 1, 2, 3, ^. Sie werden daher in einem Kreise liegen, 

libit dem Kreise 123i die Geraile ab aur Linie der gleichen 

inzen hat; und es wird 58 und 67 mit 14 und 23 in ^ zusam- 

itrefien u, s. w. Dass aber die Kreise 1234 und 5678 zu- 

enfallen, soll im Folgenden bewiesen worden. 

»B Schema xeigt. duss ilie Punkte a. c, 1, 3', 5', 7 und a. c. 

5, T in Kreisen liegen. (Taf. lt. Fig. 2.) Diese Kreise sind 

[er gleich und haben nur' eine symmetrische Lage zu nc. Fer- 

tgcLt durch die Punkte bbl3'57' ein Kreis, der a^o oberhalb as 
ersten In 1 und den zweiten in 5 schneidet. Man verbinde — 

Pniikt 1 mit dem Punkte p, IVlittc von nc, durch eine Gerade J 



til. die dcD Kreis «id'S^T oberhalb .ic im Pnnkte ni ud^ den Kr^ii 
bD13'57' zum zneiteuaiiile im Punkte ti Bchoeiiiet, Dann lint man 

pl . l>ll ;= ^^b . }?b 

als Potenz des Kreieea bM3'57' in Bezu^ nuf |>, und 

pl . pm := pn . pn, 
weil p offenbnr der innere Aelinliclikeitiiiankt der beiden Kreiae 
über nc ist. Nun ist aber, weil a, b, (, C Larmoniacb sind. 

pa . pa=:pb . pD, 
folgticb auch 

pl . pm:=pl . pii. 

Ba fallt daüer m mit n in den einen Punkt 5 znaummcn, 'Ib 
7' nnd bM3-37 Bcbneiden; iU 
r Geraden und es ist 
pl . p5 ^ pa . pa = po . po- 
Dies letzte Produkt iat aber di« Potenz des Kreisea 1234 in Bern 
auf p; folglicli liegt der Punkt 5 uut' diesem Kreiae Oal 
daher aueb die Punkte 6, 7, Ü. 

Auf dieselbe Art überzeugt man sieb (nm kiirzeiten AurA <l* 
hörige Vertutiscbueg iler Ducbstiiben des .Schemas), dat^s auch di« 
Punkte p, i, tii p. 2, 8; p, 3, 7; ferner, wenn die Mitte von » 
mit q bezeichnet wird, tf, 1, 7; er, 2, 6; q, 3, 5; q, 4, 8 auf Ge- 
rüden liefen. 

y. I':s^i.st nun noch das Verhalten der Punkte 0, f, p, 4 ci 
einander zu ermitteln, in denen sieb die VerbiuduDgiiliDiea dar wi 
dem Kreide verlbeilleu Mittel|iunktc 1, 2, 3 ... S zu Tieren sdinai- 
deo, um die Itezlebuug derselben unabhängig von dem bamonl. 
sehen Gebilde a, b, t, D vollständig festzuBtellen. 

Eiuerseits ist dua NtmhlenbiiscTiel 1^, Ip, If, Iq mit linm Slral- 
leDbüschel Sq. 8i), 8p. 8f ideutiacb und folglich auch prajectivisek. 
weil aicb die entsprechenden Strahlen bezieblicb in den Puoktu 
4, 5, 2, 7 des krcisumfanges acbneiden und deshnlb die Winkel 
zwischen je zwei Puare.n entsprechender Strahlen einander gleich 
eind. Andrerseris ist duaselbe Strahlenbüschel Ig, Ip, If, Iq alt 
dem StralilenhÜBchel 8)], Sp, 8f, 8q projcctiviach, weil sich die ent- 
Bpreclieodcn Strnblen in den Punkten der Geruden ^, p, f, q aelna- 
den. Folglich^) sind beide Strahlenbüschel liarmuDisch,' fblgHet 
auch die Punkte Q, p, f, q. 

Diesem zufolge ergiebt sieb eine neue Bestimmung der Punktf 
g und f aus den gegebenen harmonischen n, b, c, t. Da ufLalicfc 
pn . pn = po . po ^ pb . pfc ist, so berührt die Gerade pB den Kreis 

- ") In der Abhandlung ilea Herrn Dr. Radell (Tb. I. Kr. XXHI.) ist ge- 
zeigt worden, dasa wenn zwei Gebilde (Strahlenbiisi:licl oder Punkten- 
reibe) a, b, c, d; a', b\ c', d projectivisch sind und es auch in der 
Bcziebung a, i, c, d und a\ a, c', b' (oder c', b', it', if) bleiben, in 
weither ein zugeordnetes Paar b', rf" (oder «', c') verlauscht worden 
ist, dann beide Gebilde barmoniscb sind. Der Anblick der sweiien 
U'äffte axiitrs Schemas lehrt, dass dies auch dann der Fall ist, wenn 
nebi'n der ProjecttTicäc Ton'o, b, c, d und d, II, d:i noch die von 
a, h, c, d und »; c-, (f, «• (oder i, «", *■, e) stattfindet. 



■ber bb io d, und etelit milhin seokrecht oDf dem Halbmeaser «ler- 



aelbeu ■ 



Daljer lic°;t der Millelpunkt T des Kreisen poq in der 
Mitte voD pq. Aus oemselbeD Grunde liegt weireD des liorinani- 
schen Gebildes g, p, f, q, wenn die MiHe von fif mit ^ bezeiclinet 
wird, der Millelpunkt dea Kreises l)Dr io der Milte von ^r. Mun 
darf also nur durdi den Funkt -e und die Mitte r von pq einen 
Kreis zieben , dessen Mittelpunkt auf Ab liegt; dann bestimmt der 
nndere Endpunkt des Uurcbmeasers den Puukt ^. Der Kreis um E) 
mit dem Halbmesiiar i)D schneidet dasa in den Hnnkten g und fein. 
10. Aus dm Gesugteo ersieht man leJcbt, dass auf irgend 
einem Kreise nur vier von den Mittelpunkten beliebig angenommen 
werden dürfen, dass aber dünn jedesmal die vier zugehorigea be- 
sliioml werden können. Hat man z. lt. ous den vier villkUbrlicbeo 
Punkten 1, 2. 3, 4, wie unter 7. , die Punkte g, t, f, o abgeleitet, 
so tcffe man von I) (nitlc von gf) aus den rechten Winkel ^or, der ' 
den Pnnkt r bestimmt; Aus r beschreibe man mit dem BalbineSBer 
n einen Kreis, der die Punkte- p und q crg^eben wird. Zieht man 
nun die Geraden pl, p2, p3, p4, bo schneiden diese den Kreis 
1234 nocb einmul in den gesuchten Punkten 5, 6, 7, 8; ond dann 
liepren auch nacb auf Gernden die Punkte g, 5, 8; q, 6, 7; f, 5, 6, 
f, 7, 8; q, 1, 7, a, 2, 6; q. 3, 5; q, 4, 8. — Die harmonischen 
Punkte n, b, c, b, in Beiug auf welche die eben gefundenen Pnnkte 
die verschiedeneD Ln^en des Mittelpunkts eines bormonischen Strah- 
lenbüBchels bexpiclinen, werden endlich mittelst der Kreise um p 
und q mit den hezüglicben Hnlbmesscrn pD und qc bestimmt. 

II. Da zwischen den Punkten 1 bis 8 mehr Beziehungen 
stattlindeD, als zur Bestimmung ihrer gegenseitigen Abhängigkeit 
erforderlich sind, so bilden die üherxiihligeR BedinG:ungeD Lehr- 
sätze, die sich unabhängig von dem harmonischen Genilde n, b, c, b 
aUsB|lrec.l)eD lassen. Bin Beispiel hievon bietet die vurige Nummer, 
in der von beliebigen vier Punkten im Kreise ausgegangen wurde. 
Man kunn aber auch von den beliebigen vier burmuniscben Punk- 
ten ff. p, f, q ausgehen. Beschreibt man nämlich irgend eincu 
Kreis von der öfters erwähnten BeEcbnft'enlieit, so bestimmen sich, 
von einem beliebigen Punkte 1 desselben ausgebend, i. B. durch 
die Züge gU; qiS; p82; tftfy; f65: q53; p37 der Reihe nacb die 
Punkte 4, 8, 2, ti, 5, 3, 7, deren Lage so be»cbuficu ist, duss die 
ZQge ql7; g58; g26; u. s. w. ebenfalls geradlinig sind. 

Aussenlem ' lassen sieb in der Figur noch viele geradlinige 
Punkienreiheo. so wie 2 usonmenl reffen von Strahlen und sonstige 
Bigenheileo nachweisen, wenn man gewisse Theile der Figur 



tnderlicb 
Wicbti^kei 



weil sie i 
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XVI. 

Cebungsaufgabea für Schüler. 



'_ Mao soll ilie fulgeuden goniomctrisclien FurmelD beweiseD 
•i) Bin o-HBin ß-i-iin ;■ — sin («-l-/f + y) 
;', =4.in J(o + /i) .In J(f + )■) 

'?XcoB tt + coB j!-l-coä y + ciw (a-H^-t-J') 

';■•' ■ ; =4co.i(» + i») c... J(|! + ?) 

'.'i\ Bin a+si» #— Bin / + ,in (o + iS + r) 

= J.in-;(o + |J) tc. ä((! + rt 
41 cos o + cos (! — cos / — m. (o + i» + c) 

= ico,{(« + ()),io j((i + rt 
in p + sin y^sio («H-ji + y) 



4fr + «l 



») ; 



= l«ng i(a-+-/S) lang il^-t-;-) tang ^ly + ai 
n ff + sin y-sin (n + /> + j-) 



. !io(« + ;> + y) 

= taiig i(|! + y) lang !(;•+«) 
kS ^-^cos y— cos (nH-^H-y) 
is/J + cosy + cos (n^v-fj + y) 

^taug il/J+j-) lang ^(/ + o) 
10 T^+sin y — Sic (a + ^ + y) 



^yl 

t-M-yl. 



= tang J 



H« 



' cos « + cns f; + cns y + cos (o + ^ + y) » '^ ^ ''' 

10) sin o + sin ,?H-,io (« + |»)=4co. Ja cos Ij sin ä(« + « 

11) sin a + .io J + sia (<i-(!) = l.in {« cos if cos J(o — « 

12) sia » + .ia ß-,m (« + |«) = 4.in Jo sin ä|! sia !(""<-« 

13) sin « + sin P — sin (n — ^=lcoa Ja sin iß cos J(« — jS) 

14) cosa+cos|?H-eoB(M±iS)= 4cob J« cos J^ cos J(a±)J)— I 

15) cos a+cos ^ — cos («dr^) — ±4Bio Ja sin iß cos J(a±^)+I 

16) .in (»-« + . in (|!-y) + Bia (y-o) 

= -4sin J(o-f) sia {(/J-y) sin Jfr-a) 
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") 



I 17) CO! (._/») + CO. (ß-y) + cn (/ 

= 450!^(« — (!) CO. i(^- 
1«) >m (« + (!)■ + lio («-«• = l - CO. 2« 
1«) .io (a+fl>- .io «.-#J- = .io -ia .in 1 
aO) CO! (a+ f)' + CO. (« — (()■ = 1+ CO. 2« 
21) CO. (a + jS)' — CO. (« — ft= = — sio 2« si 
Sä) ,n o'-l-io ß' + ,i„ (.±(il' = 2|l-co. 
23)co.o'+co.^" + .in(«±^|- = 2|l±.i» 
Sl) .iD«"+.io(!' + co,(o±|!)>=l=F2.io 

25) CO. o> + CO. /)• + CO. (o ±« • = 1 + 2co. 

26) BiD«' + sin/S= — siB(tt'dh/?)»==i=2.iii n 

27) CO. n' + co. p— .b (odrf)"=2co. o 

28) sioa' + .in/?»— coa{«±/S)' = l— 2cüs 

29) co.i.»-|-co.|!'-eos(i<±/i)" = l±2.iD 



m^m. 



y)co. 

cos 2|9 



...ft ...I 

'Ar—'* 



1 



« CO. /> c 


■(«±«1 


« .jpjS CO 


• («±«l 


o .in /) c 


o,(o±|S) 


B CO. ? . 


0. (o±(!) 


.in 1» CO. 


(«±fl 


CO. (i CO. 


(»±fl 


aco.;!c 


.(«±« 


».in|«c. 


.(«±«. 



,X.'t, 



eljebi^e Punkte 



. bezcicliitet den Durch- 

I ^ uud B gezDg&neii 

die Punkte C und ^ 



Ju 



L'li den P 
: heliebii 



illele 



C gezogene^ Linieu ^C und BC in E und ^ bcL neide t; 

e\in'ie Er imme7^''..n%e^^,ltue*C•|» iiriblrl. " Dieaü? 
tn Chnsles in dem J'iiiniBl de .Mut]i>;mnt;<f ues publie pur 
Liouvtlle. Jiiillet. 1842. ]t. 272 milgetlieille Salz kann Vernn- 
zu verschiedenen inieresHnntcn Kolgerungcn gclicn , uod 
iutlicli fiir die Tlietirie der stüreot^rapliibcben i'rojpclion vuu 
Wtchligkeit. 



I Dr. Uaedenka 
Ausdruck für 



Produkt d 
ictung von i 



loa 

Bei einer (jleicbung' vom dritten Graile: ' ' 

j;'H-o,ar' + a,^ + «, =0, 

<lcreD Wurzeln ^,, i^,, x^ sind, liat man bekannllicli 

% Welches ist ferner das Prudukt der Differeniea 
je zweier Wurzeln dieser Gletciiung: 

bei welclier nücL 



Deber Aufgaben Tüf GleicLuagen vom zweiten Grade. 
Von dem Herrn Conrector Beyer am Gymnasium zu Neusieitin. 

Die Bemerkung', dass die Auflösung' so vieler lur Binübung der 
Theorie von der Auflösung quadruliscjier Gleichnogen gegebenen 
Aufgaben, so bald die Gleiehungen formirt sind, ein rein ineebani- 
scbes and geiattodtendes Geschäft wird, erregte iu mir den Wunnch, 
solche Anfguben aufzufinden, deren Auflösung wo möglicli ein tort- 
gehendes K'ucbdenken uud eine stets gesjinnnte Aufmerksamkeit in 
Anspruch nähme. Beim Sueben nucb Aufgabea der Art but sich 
eine grosse Zahl von trigoriu metrischen dar, welche wenigstens 
theilweiae dem beahsichtigleu Zwecke enlsprecben. Als beweisen- 
des Beispiel möge folgende dienen: 

Vun welchen hohlen und erbabeneu Winkeln int die 
CotaDg;ente so g;roas iila il us Doppelte ihres ^^inusj 

Aut'löHung. Der ullgemeine Auslruck für die möglicheD 
Winkel sei x, sa muss zufolge der Aufgabe cutg^=2BiD a: sei». 
n auch -r— - = 2siD x 



r cotg a 



-, folglich bat n 

und datier cos ^ = äain x^. Um mit Düll'e dieser Gleichung den 
oder die Werthe lou x zu finden, sii muss sie in eiue suU:he ver- 
wandelt werdeu , in welcher nur eine irigopomelrische Function 
vorkommt. Zu dem Ende kiinn 1^1— sin x^ für coa .*•, oder 
1 — Cöa.37' fiir sin ,ir' sohsliluirt werden. Das ersic Verfuhren «iebt 
die Gleichung sin ir*+Jsin x^^\. 



=d=\^-i=i=iV^TT. 



■) Ich ^Uiulie in BftcefF dieser Aufg^ibe auf äie Abbandiunic Nr. XXX. im 
3ten Theiie ilcs Arcbivä, §. 14— §. 16^ verneiücn zu ilürfen. Diq Eiit- 
Wickelung eines völlig iiidepeodeniftn Ausdrffcts, auf Welchen Herr Di. 
Hiedeokamp seine Absicht voriiiglich geriebtec lu haken scheine, In 
■llerdings sehr tu vvüasEheii, uud dieselbe duher dei ^ufuierlfsajql^eic 
der Leser dps Archivs angelegeutlicb zu empfehlen- ' , ' "'„'■, 
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coa :r'-t-icos jr=l, also cos x^ — {^\V^n. 
keine imagin aire Groaae uud cos x nicht ■<; — 1 
ma ;r=±V/— i-Kl^ uad cos :r=— J+iKTl 
ersten von diesen beiden Gleicbunsen crffcLen sicli 



;r und iwar 1} a 



■H-il/fr, giebt ubei 
>270' 



en letzte- 



<360''' «"'^ *«'«"'=■ 

swei, nämitcb l)-v^9o° '""' ^)-^^360'" "'"' '''^^ 

reu bidiI diejenigen, welcbe hier allein gebrnucht werden känoea, 

dft ja cotg ^r=2sin a: sein swU, und diese Gteicbting nur für 

jp^^o nnd i^^aeo» stattßndeu kann, 

Aehnliche Aufgaben lassen sich bilden aacb deo Gleichungen: 
1. sin ^:=2cus OT 



3. t6« = 



COB ^ 




jcos ;:);:^BiD .: 



soll den folgenden aus dem l.oudun, 
IhMih Pliilusophical Magazine. Seilten 
»tlebnten Satz beweisen; 

Wenn wie gewühnlicb a, li,c die 
lioea svhärisclien Dreiecks ABC \ 
Seiten dieses B|ibä 



ber 1842. p. 179 
A, Ä. C 



'en, nnd di« 
, b, c liegen 
ebnet werdi 



I und den» 

der Kugel 

BBogc 



Jen Spitz 

egeuuber! 

lind, von deo Spit- 

n beliebigen Punkt 

III den gegenüber- 
össter K^'ngelkreise 






Mlriaviieb die von Beineu Spitzen .4, B^ £7 durcb cinea beliebi- 



f^TW- 



ro4 

1 Punkt 'S' in Belaer Rbenu bis /u de» gegcnüiieranii enden Sei- 
<r. £, V itetiigencn iccrailen Linien ii. ß, y, und deren zwisclien 
r ^m Punkte iS* und dcii Seiten 0, 6, e lifgeiidc Mliicke a, ß. y. 
r ^nler dieser VoruiisBetzunp; liiit niiiu in der vurlicrg'chrudcn G\k\- 

sin et =:a', sin ß'^z^ß', sin /=^y' zu ietzeu, imil (trbült uus der- 
selben dann sogleicb die bekutinte Gleicbuug- 



MMgiitnftHhf I 



XVII. 

Mi scel len. 



I 



In dem Cambridge mulbematicnl Journal. Febrnaiy. lS42.p. 
wird folg;eDde Ableitung der Nefjer'scben Aauloi^ieen mitcielbf 
die, wenn sie sieb nucb scbon anderswo linden sollte*], doch ji 
denfalls nicbt an nllgemein bekannt zu sein scheint, wie sie ver- 
dient, wobei icb iodess nicht unbemerkt laaaen will, dass mir im- 
mer der Weg, wo man zuerst die ßaussiachen Gleichungen benci- 

• set} und nua dcDHcIhen dann die Ne|ier'sche Bfileilet, weJcbee scbr 
leicbt geacbeben konn, wesentliche Vorzüge zu bahea scheint. 

■ ' Wenn, wie gCTrübnlicb, *2« = ct + ^ + c geaetct wird, BO \»t 
'beknnntlicb, wie man in jedem Lchrbucbe der spbäriaclieD Trigoo«* 
metri^ Und et, 



lang 



•iU d*rfn 





sin(^ 


— *) 


.i„ (,^i, 




sin 


s sin 


W-o) ' 




Bill f* 


-f) 


.ii. (.-«) 




sin 


» 8in 


(— i) • 


-= 


sin(* 


— «it 


,in (.-4) 




" 


,s,r 


(.-«) ■ 


tönst 


iÄ« 


= 1 


,n(.-<-)|. 




tsng 




= 1= 


sin t ! 




^^ 1~ 




■ .■..U 


«in. 1- 



II Gi^tiute steLflndcti 



1 finde ich dieselbe n 



^HE^^^^^ 
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rc^rner licbanneiicli 




Kin ( sin 


>-•) 


c»» ,' — ,i„ s 




"•i"- "".:„t" 


(<-//) 


cjC. ■'-■"" 


(.-c) 



ist, nDd die GrSBsen sin /r, sin i, sin c unler der VorauBsetzung, 
dasB alte Seiten und Winkel des spliäriecheu Dreieck» kleiDer i 
ISO** sind, sniDuiticL jinBitiv sind; so Lubcn die Grdascti sin i 
sin (« — a], «in (« — //), Bin(» — c) iiffenbar alle gleiche VorKeichci 
Dod die Briiche 



sinj*. 



c) 



oU-b) 



sind daber Bämmtlicli positiv. Atao ist nacli di 
tirÖBsen tang ^J, lang iß, lang ^C unter di 
Voraussetzung sämmMicIi |)ositiv sind, 



tang ^.4 lang ^B^ 
taug ^A tnng -^0::= 



Hglicli IBt, l 



tang ^B tang {C-. 
c man hierauB leiclit Gndet, 



(taing 4-*=*^tan|; ^g) tang jC 

l^iang lA tang ^Ä 
(tang j^±tang jC) ung ^g 

1 ^ lang ^/f tang j6' 
(tang j Jf±tang 4O canp; ^A 

1 =F tang ^B tang ^C 



1 beka 



tung i{A±ß) tang lC= 



lang l{J:izC) tang Jff 



tang i(Äd5.C| tapg i^ = 



bcfaes die erste Klasse der Neper'sclicu Aunlogieea ist. 




sin.«7siu (« — a) 
inten goniumctrisclieu Formeln: 



Setit mau ferner wie gowöliolicb 'iS = J+B-^C, to »1 

bekanntlich 

, . coi 8 CO« jS — A) 

'""K 1* = — cos C*--^) c»« (A'-tr 

,_, C08 ^ coa (.S' - C) 

ting jC — — cos (Ä — J) cos iS-By 
und folgficb 

lungi«' taug j^' = j ^^ ■ (^-C)i ■ 

l cos S 1' 
taag ia' lang |c« = j^^^-^^^^j , 

lang ii' tuDg ic':= j ^pg (a_^) i ■ 



Weil I 

■in !«'= 

shi ^' ^ — 



s (S — J) 



■in C 



ist, und die Grössea sin ^, Bin B, sin C unter der gemacht« 
VorausselxuDg siimmtlicli jiusitiv aiud; so hafien cos [S-^A)', 
cos (5— B), cus (A'— C) oftenbat säiaaitlicb mit coa S eot^gei- 
geaetztea Vorieiclien, die Brücbe ^ 

tos -y cos S cos S 

cub(S-C)' cos CS — *)' cüs(« — J) 

aiud daher alle negaiiv, und uuch dem Obigen ist folglich, ireil die 
Grösaen tang J0, tung ^6, lang ^c Bämmtlich positiv sind, 

taag ia tang |.5 = — cosT^-C )' 

cos ^ 

tang ia taug ig = — cp, (^_g) ' 

tang 4Ä taag i'' = — ^^s^ls - J} ' 

i sieb unmittelbar 

cot i« cot 4* = ^STs— . 

cos (S-Ä) 
, cot i« cot ic= 7^rs~' 



ergiebt. Falglicb ist auf ähnliche Art nie obeo 



{cot Iflzfccot ic) COC 4Ä CDS (Ä— f)±COS (S ~ J) 


"1 


IT». i...tie •o=«±™(S-ff) • 




(eot 44=bcot 4«) cot ia coa (Ä — C)±cos (Ä-*) 




l=Fcoc i* cot^c cos Scfcces (S-^ ' 


T!W 


woraus leicht 


■1 


.?."li(J-«)l 
Ung j(»±i) cot ic = -- , 

^"|4M+«)I 


'.j» 
.i-.l 

:< 


. . . sTliM-«^)! 


^IIA 



tuDg j((i d 



taag l(^dbc) cat !<«=: 



iä(»-c)l * 



erUalten wird, welches die zweile Klasie der Neper'uclieii Anulu- 



Unler den verscliiedeneu Aletliuden der PoHiDbenbestimuiung; 
wendet der üeemano bei Weitem am Uäurigsten die Beobachtung 
der SuDue im Mittuge nn. Zu dem Ende fiudet er sich jeden Tag, 
wo ilim der Zustand der Altnoepliäre eiue gute UeobacliEuiig ver- 
spricht, mit seinem Sexluntea auf dem Verdvcke ein, und verfolgt 
die tJoDue, bia sie in ihrer Hühe stationär d^ewordcn; io diesem 
Mmneute stellt er scharf ein, läast von nun au die Alhidade. untte- 
rülirt, überzeugt sich «Jlen&lls durch dus bald darauf ertolffeude 
Siuken der Sonne, oder Uli n seh neiden ihres Bildes io die Linie des 

tMeereahurizontes von dem VorSbersciu des MittHgB; 'und was sein 
Instrument dann angiebt, gilt ibra für die Mcridianbobe der Sonne. 
Dieses fast zu |iruktische Verfabreo erfordert ein sehr büufiges, 
in der Nabe der Culminatiun we^co der geringen Höbenäuderung 
für das Auge äusserst a^Mrengendea Eiustellep, und lässt, wie es 
in der Natur der Siicbe liegt, stets eine llngeivissbeit von einigen 
Minuten über die Z«it des Mittags oder desjenigen Moments, in 
weldiem die Beobachtung' eigentlich hätte angestellt nerden miissen; 

iia der Tbat wird jeder Astronom, der im Vereine mit anderen an 
Bord beubHchtete. sieb der kleinen Streitigkeiten erinnern, die sich 
Immer darüber erbeben, ob die Sonne noch im Steigen, oder ata- 



lu (lem erateu Bande der neuen Folge der Annalen 
k. Sternwarte in Wien. Wien, 1S41. S. X(JX bat 



IM 



■1) 



MS, 

Herr Adjunct Dr. C I.. t. Liltrow ein Verfikbreo nngegelicii, 
-welches bei hinreicliender Kinfaclihdt unJ Leiclifi)(keit uns woli! 
geeignet sclieint, Jie obige Methode der Breite nbcsti mm uiiü; mr 
iSec zu grösserer Gcniiüigkcit xu criiebeu, uod «liiber jedeDralls a\l- 
gemeiner bekiinnt zu werden verdient, weshalb wir im Folgenden 
nnsern l^esern das WcEeiitliche dcsscibeu miltheil«n wollen, wozu 
wir aucL darin eine bCBODdere Veranluesung finden,, di^s, wie wir 
glauben, wohl uiidi Mnochcr niif dem Lande dieses einfache Ver- 
fahren .zur Dähcrungsweisen Bestimmung seiner Breite geeignet 
finden und in Anwendung bringen wird. 

Zwei auf den Mittelpunkt der Erde bezogene Hoben des .tlit- 
telpunkls der Sonne seien 7i, fi'\ die entsp redten den Stundenwin- 
kel und Declinationen der Sonne seien <t, e' und d, 6'\ so bat man, 
wenn y die Polböhe bezeichnet, die beiden folgenden in völliger 
Allgemeinheit ^elteuden Gleichungen: 

sin /i ^sin 6 sin y + cos S cos ip coä 0^ 
sin //' = BiD li" sin y-t-cos S' cos gi cos &) 
Ziclit man die aw^ite Gleichung von der ersten ab, so erhält 1 
ein /* — sin ^'^(sin S — sin ö') sioiy 

' ' ' "t-lcos ä cos ff — CO8 d' coa fl*) coa <p. 
£b ist aber , , 

sin Ä — sin // = 2sin \(h — A') cos ä(// + >S')i - ' 
fiin iJ — sin rf':=2sin {{3—3') cos !,{3 + 3') 
und 

cos 6 cos ff — coa 3' cos ff' 
= coa J coa ff— cos jJ+(J' — J)j cos ff' 
= c.os |(J'-K(J— ^1 cos ff — cos 3' cos ff- 

)S ff- Icos 3 coa (,?^J) — sin S sin {5'-5\\ « 
CDS (rf—rf'J — sind' sin (<I—J')i cosff — cosf?! 
l^ = cos Jcos ff— icos df — 2sin \{3' — 3) sin l(iJ' + rf)i coa t 
= |cos ^— Ssin i(<S — rf'J sin >,(3+3')[ cos c — coa 3' cosmJ 
= cös S (cos ff — cos o')-4-2sin \{S' — 3) sin ^(^-j-rf) c 
= coB 3' (cos ff— cos 0') — 2sin i[3 — S) sin iCJ-l-^) « 
= — 2cos 3 sin -J(ff — o*) sin i(ff-l-o') 

— 2sio i{3—&) sin i(rf-l-J') coa ff' 
= — 2CUS & sin ^(ff— ffO Bin i[tJ+<^] 

— 2sin 1(3—3') sin {(5-\-S) cos ff. 
Alao ist nach dem Obigen 

sin i(/'-/0 cos \{k-\-h') 
s= — CDS 3 g\n 4(ff — (f) sin ^ff+ö') cos 9 

H3—&) (c^8i(tf+(f) sin gi~äiLi{3+3') coa 0' coifl 



oder 



■■«•?' 4K*r7l^ ai' vftii'vrai»lH .» i 



I6ft 

HA — ^) cos ^{A'-+-/fil 



Hl*' telr 
^ — AAR ^.sin i{a — er') sin 4(0 + 0') cus y 

-f-sin J((f— d") icoa ^(iJ+ti^ ain y — siD^{rf+iJ') cob a coayj; 
fnIgUch 

- ahl 4(J-J') f OS i(J+J) sin y-ain |f J-hH cqs b' cos 7. 
"•" Äin i((r-ij') • cos d cos -p ' 

sin4(ö+<rl^ : — 77 -77. — —h; 

'^ ^^ ' smi<fl — fl-) cos (T cos y 

siniCtf-J*) cos j( J+J-) sin y-siu ifd+J") "^"^ " <^°^ <F 

"^ sin if-rW) • cos J- cos y T" 

Btl tl«r Sonne ist nun der absolute VVerlh des Bruclis ' 



j(J-ir^ 



inmer eine selir kleine Grö« 
Ephemeriden überzeugen kunu 
ibtr ohne merklichen Fehler, 



{[a+a-) = - 



J(A-*-) 



n sich leicht uus den 
n also Däherun^a weise, 



....2) 



««■ 



.0. i(S + 4) 


CO. Je», 


.»1W + 1-) 



o) ■ tos (f c 



und, weun die absoluten Werihe von A — /t' und D 
tinil, uuch DäherUDgsweise 

" ^^ ■* ff — o^ cos (T cos 9> 

liiier oucii 

A — A' cos j{A + A') 



BIO -J(l7-1-(I'J = — - 



-o' ■ 1 



-& sehr kleiq 

■4) 

..5) 



Itezeichnet jetzt gi' einen genälierten Wertfa der Polliöhe gi, und 

len wir SP^y'-h AlP'i so ist ' " , 



= cos y' cos iiy' — ' sin 9' sin A5P' 

= cos 9'(1 — 2sin tAv") — 2sin g>' sin ^Ajd' i 

rcos y' — 23in iAy^ "n (y'H-iAs^). 



-lAip' 



^ — A' 



.in i((r + o') = — — 



cos j(A-f.A-) 

cos rf[cos <p' — asiit^i^' sin (v'-t-iiy')l 

coM(A-hA-} .. .. . 

cos d-JcOs ¥-' — 2»iniAy'ain(»'+-W»')(i' 



HO 

also, weil die abaolnten Wertlie von 

2(<T— ff') coB S Bin lA*' sin (v' -1-4^9') 
öiler ■ 

2(<r — ff*) cos iJ' sin \^tf' sin (y' + Üy') 

als Gröasen der sweitea ürdDUO^ ofienbar sehr klein i 
rungs weise 



. i(ff+ffO = -- 



ittf+fl-j^- 



s i^A-t-A') 



.7) 



I diesen Purmein laust : 
Man nelimc etwa ein 
Sonne, und bemerke n 
miin den Bruch 



ich nuu die fulf^ende Anwendung' macbs)^ 
: liiilbe Stunde vor Mittag zwei Höben 
itürlich die enUprechendeo Uhrzeiteo, m 



und kann nun mittelst di 
Oeclioation 6 der 8unne 
stellt wird, und der 



,i(. 



iirs den Ephemeriden zu entnehmenda 
dem Tilge, wu die Beabafhtong' ange- 
genäherten I'olGübe y' nach der Forinel 



.8) 




die Grösse \[a-i-&) berrchnen , welcbe in Verbindung; mit der be- 
kannten Grosse \(a — &) zu der Keunlniss vun ff und <r' riihtl, 
woraus man diinni ferner die Zeit des Mitlngs, d. li. das Zettns- 
ment, wo mnn die Hohe der .Sonne messen muss, um ihre Meridiaa- 
höbe zu erhalten, im Voraus berechnen kann. Bestimmt man niu 
zu dieser Zeit die Höhe N des Mittelpunkts der Sonne, so ist 

9 = d — // + 90" oder <p = <} + /, — 90" 9) 

jenachdem y grösser »der kleiner als S ist. 

Alle ^eniessene Höhen miiasen natürlich, bevor sie in die Recbnnag 
eingeführt werden, wegen CullimutionKfcbler, Refraction, Halbnu- 
ser der tionne und Parallaxe gehörig currigirt werden, um, wia e> 
•erlorderlicb ist, die nuf den Mittelpunkt der Erde bezojirenfin 
Höhen des Mittelpunkts der Sonne zu erholten, da auf dieic 
beiden Punkte sich auch die in den Ephemerideo angegebenen 
Ueclinationen der Sonne beziehen , whs aus den ersten Ele- 
meuteti der praktischen Astrotinmie liier als hckatiDt vornuagesetil 
werden kann. Bezeichnet p die sogenannte HorizuntalnaraUaM 
der Sonne unter dem Aequator und h die gemessene Höbe dci 
Mittelpunkts der Sonne, so lindet man die Höhcoparallaxe, welcli« 
bekanntlich zu der gemessenen Höhe /i uddirt werden muss, mit- 
telst des bekannten Ausdruckn p cos A tlir den vorliegend eti Zweck 
faioreicbeod genau. 

Gestattet man sich noch einige kleine Vernachlässigungen, ki 
kann man die Formel S) noch etnas bequemer zur Rechnung aucli 
aof falgende Art nnsdriicken. Weil nämlich h and &' iknmer nur 



sclir wellig von einanilcr verichJeileD Geim w«rden, so kann WK 
Däh(-riiQ^sweise h frir ^(>S+^'J setzen, wvdurcli «lie FomeliS),!«!^ 
gende Gestalt erbält: i ,1.7, .^\^ 



^(<T + <^) = - 



,. 10) 



obern 



Bnillicli ist aber aucl, weno mao im Folgenden ii 

oder untern Zeichen pioimt, jeDacLdciD xf' gröaser oder kleiner als 

6 ifif, naberungswejse 

und folglich coa ^ = q=aiD [S — 9'), also oacb der Gleicbung 10} 



^(ff + ö')==i=^ 



-<f c 



.U) 



Oller 



. J(<H-ff') = ±'^ (lang J-tang f) rV-'ß):" 



So einfacb diese Formeln aucb sind, bo kann man sich die 
BecliDuog nacb ileoüelben ducl Uocli betracbtlicli durch Tafeln er- 
leicblera. Nimmt man uämÜcb, was immer lü der Macht des Beab- 
acliters stellt, die Zwischenzeit efFischen den beiden vor Mlllage 



«nzustelli 



ibaclitungen 
Werili der Differe 
•Ut bexeicljueu wallen, imi 

sin-Kff-+-ff') = =F'Ä5 . 



istai 



5 MJDuten, und drBckt 

der beiden Höhen, welchen wir 

in Bogensecunden bdk; bo iit 

W — fj 



4M)0 001 if cot 9" 



"I..., 



sin |((r-+-(T') = iprfÄ 



lang y' — tang S 



.f\ ■ 






A = 



4500 1: 



V (7.' — d) tang ^ q' - 



"■"g J 



.15) 






45DO 

als S annehmen wolllen, in eine Ta-' 
PulhöLe und die Ucclinalion aiod, 

te Tafel, welche aus dem Logarithmus de» 

nmiitelhnr diesen Bugeo ie Zeit ausgedrüukt. 

ganze Berechnung der Formel 13) oder 14)' 

des l.ogarilh ... 



' jetit jp' grösi 
tei , aercD Argumente < 
und besitzt eine zweite ' 
SiDiis eines Bogeus 
gi«bt, so kommt di 
auf das AufschlligPl 

tion zu dem aus der ersten Tafel zu nehmenden log ^4 bioaus. Auf 
S. LVIl—LIX a. a. 0. hat flerr von Littrow zwei solche Tafeln 
beispielsweise mitgetheilt, die erste für die Gränzeo des mittellau- 
disciien Meeres, die zweite ftir Sluodenwiokel, die eine halbe !!itun de 
nicht übersteigen, und sagt, dass die oben ihren GrundiUgen nacb 
entwickelte Netimde der Polhähcnbestimmung sieb in der.l'rsxta 
schon hewülirt babe, hei Beobachtungen, die ein ousgeieicbaeter 
Offizier der österreichischen Marine, Herr l.inienscbilfa-PähnriGb 
Ituccbia angestellt und nach dieser Methode berechnet, sich auch 
dadurch bewogen gefunden hat, dieselbe zu seinem eigenen Ge- 
brauche für immer anzunehmen. Herr von Littrow fügt noch 
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feEmu, (l«3s die ntieli der ultigen Methode näbcruogsweise gefvo- 
deiifl tibrzeit dea Mittags, verglicbeo mit der bekaonlen Utineit 
des Mittags für dun leuten Ort, va uiud eine Kenuue LaDgoDbe- 
■tiinmung vornulim, zu einer beiläuligeu LUugc des Beobucbtuo^j- 
orts, UDd'didurcb nucb eu der KenoMis der £pucbe, für wekiie 
mun uus den lil|iLemerideQ die Decliualion der Soddc zu utbineii 
hh[, fiffire. ' Bi«rölier, eo wie Sber die weitere EotwickeluDB: dvr 
obigen Metbode nberbuujit, musH mun aber den lesenawertbeii^ Aut- 
satz des Herrn von Littrow a. a. 0. selbst Dauhseben. 



(OT ytuiiljlara ttli <!••<:" *flii t'-vr 



G. 



II y a Bujourd'bui k l'lnstitut Polyteclinique de Looilrea nne 
macbine äteclri(|ue qui est [irobableneDt )u plua puisBODte ifue Von 
coDuaiase. F.e dium^trc du ^Ititeau de rerre eat de 7 pieds, celui 
du CDuducteur, de 4 pieds. Lu resintaDce du plateuu coatre les 
frotleuFs est teile qu'uoe Diiicbine ä vaiieur est emptoj^e h le faire 
toiirocr. Quaod lu macbiDU est furtemeot cburgee, udc etincetle 
traverse facilciueDt uu livre fpais. Lit puissance d'Une teile macbine 
offre UD vuste cbaufi uux e^ij^rieDces de pbysiijue, et Tun doit en 
§tteD<lre d*iiiiercsauiilcB di^couvertus. 

. OjicooDUit Qombrc d'enemples de pluics jauoätres, dont od 
sait que la matiere colorante n'est autre cbosc que le pottea dea 
arbres) priDcipalemebt des Pins. Ces pluiea «nt Heu le plus frc- 
quemmeut duns les moifl de mal et juln, waiH clks iirriveut ordi- 
nairement apres' des oruges. Nous uppreuons qu'uu aiuis de inni 
1841 il en est tnmbe utie a PictiiD (KtatB-Uois) pendant uo . ouit 
Bereine q|ie: D'avait ur^c^dSe oucua orugf.e. Kllc caasistait en noe 
poussiere jaune qui tut rccueillie, eu grande quantil^, o bord d'un 
vaisseau daus le |iurt. Kxamioee a l'uide de puisaants roii^roBCopei, . 
par M. J. W. Bailej, eile a ^t^ reciiuuue pnur Stre entierenett i 
compoaee de pullen de fiu. Une autre poussiere egalement i 
b^e a Tr*y, en- mai, et qu'on avait cru elre des sporules Je Ly« 
podea, a 6U recuunue uussi pour du pollen de Pin. L'anali' 
flrÜDi^Üe en a SU faite par M. Blnkc, qui en a retin^, pari« iliJ 
hitiitt), du nttrugene et de raminooi&que; l'ucido hydruchlnrn, 
tln eintrat! OD out donnä poUr r^sldu une graude qunntiiä de j 
atate de cbnux. 

(I'lnstitut. Nr. 439. 2fl. Mui 1842.) 



xvni. 

Yorsclilitge zur Vermeidiiug einiger fehlerhaf- 
ten Ausdrücke in den matheDiatischen Lehr- 
büchern. 

Von dem 
Hemi Conrector Beyer 

am Gyrnuasium zu Neustcitin. 



^^B Wolirsch ein lieh möcLte wohl Bchon von olleo Lehrern der Atn- 
^Plnnatih. bei nicht tveuißen Schülem die l^rlaliriiog gemacht Kein, 
^Phm sie Pruducte von znei gleich, oder ungleich benannten Zahlen 
bilden, wenn ihnen such bei der MuUiplication gründlich ouseinun- 
^Hgesetzt worden ist, duss der Mnlliplicator als Kuniitinndeuzäbler 
■ie beonnnl Bein könne. Worin liegt nun der Grund hievon^ 
ttne Zweifel in dem tehlerhiifleu Ausdruck, so mancher mutliemoti- 
■clicn Reg^elu und darin , daas man sich Lei vielen geonetrischeu 
Beweisen die Multi[ilicutian von zwei Linien, von Lin'ien und ebe- 
nen Figuren und dergleichen erlaubt. Möge hier die Erinnerung 
■n die allgemeine Anwendung des nur von der geomelrischen Zuh- 
Itnpropurtian geltenden !Jutzes, nach welchem das Prnduct der in- 
Bern Glieder gleich dem der äusseren ist, und an die Inhaltsbe- 
ttrnmOng der geouielriRcben Figuren genügen, hei vvelclier nur zu 
bäalig' von dem I'roducte der Grundlinie oder Grundtläcbe und der 
Höbe die Rede ist Enthalten nun die Lehrbücher in ihren Lebr- 
Ülzen Bolclic nnrichlige Angaben, so können die in Anmerkungen 
etwa gegebenen Regeln, duss statt der benannten Zahlen und ste- 
tigen Grossen eigentlich blosse Zahlen ku denken seien, nach 
nnserii Ekfuhrtingen vor irrigen Auffassungen nicht gcniigeud 
Khiitzen, da ihr Inhalt von den Schülern gewöhnlich als weniger 
viehtig- ietracbtct wird. Jene Fehler lassen sich aher leicht und 
(ihae grosse Wcitläufiigkeit vermeiden. 

Für die auf einfache Proportionen sich gründenden Rechnun- 

f^en reicht die Regel aus, duBs vor der wirklichen Berechnung des 

lu bestimmenden Gliedes des Verhültniss mit den bekannten Gliedern 

in ein Verhültniss unbenannter Zahlen verwandelt, also z. B. statt 

■ntä 111, a 



L 
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rtPW.:ÄPfd. = cSgr.;^Sgr. ilie Proportion « : Ä^cSgr : .rSgr. 
gebildet werden müsse, dus welcher w Sgr. = -^— Sgr, als der 
Werlh von i Pfd. sofort hervorgeht. 

' Itci doD mit Hülfe der Zusamineaselzung von Verbältoi^en 
Hnszufübrenden ReehDimgcn müssen aber zunächst alle Verhältnisse 
lauler unbcnanote Zahlen enthalten, uud es ist erst in der durch 
die ZusummensetzuDg entstandenen Proportion in dem Verlältoisse, 
welcbes die unbekannte Zahl enlbält, die erforderliche Beoennung 
binzuzurüffen. 

Für die AuDüeuug von Gleichungen ist, wenn anders Aufga- 
ben mit benannten Zublea gegeben sind, nücb der Bildung der 
Cülcicbuoseu die WeglaKsung der BerienDUngen zu em|ifeLlen, wel- 
che B« lange fejrlen hÖDncn> bi* Üio l<nhe)iuurten berechnet sind. 

In der (leometrie ist es bei der InhiiUsbcsliuimung, so wie hei 
der BerecbnUDg unbekannter GrÖEson aus gegebenen zu ludein, 
wenn für die räumlichen GroVfn Vlljwmeine Zeichen, wie j^, /, r, 
p, k u. a. w. eingeführt, und solebe bald als benannte, bald als 
uubenaunte Zaiilen, wie z. B. in der Formel f=r''n gehraucht 
werden. Um diesen Fehler zu vermeiden, ist es angemessen, hier 
eine hesbimmte Beaeunung x. B. Fusa ats allgemein geltendes Maass 
anzunehmen, und mithin die Grösse der Linien durch g'^ A', t', 
die der Flächen durch a^',f°' und die der Körper durch p'', A-", 
udcr nuf eine andere noch zweck massigere Art auszudrücken, und 
beim Rechnen die Benennungszeichen da, wo es erforderlich ist, 
stets Wegzulnsscn. Wird die ungegebene Bezeich uungsurt ge- 
wählt, so können auch in der Trigonometrie bei der Berechnung 
der Dreiecke nicht mehr solche unrichtige Gleicbungen, wie 
log JA = log JCH-lüg sin C— log siu ß und ähnliche vor- 
kommen, wu für log ylB und lug jiC geschrieben werden muss 
log c und log &, vorausgesetzt, dasa e und d blosse Zahlen sind. 
Ein ahnlicher Fehler, wie der zuletzt gerügte, kommt auch in der 
xiisumnicngesetzlen Zinsrechnung vor, indem mau hier gewühnlich 
das kapital ^ a, oder ^c setzt, so dass a und c henunut« Zah- 
len vorstellen, und dann den Ausdruck " ■ (1 + TTjö)") '" welchem 
überdiess noch der Multiplicator benannt ist, durch Logarithmen 
berechnet, woraus muu cunaequent schliesseu konnte, doss es auch 
Logaritbrnen benannter Zahlen gäbe. 

Bei den geometrischen Beweisen können die Z u au m wen setz äu- 
gen der Proportionen umgangen werden, sobald uur in den Lelir- 
sätzen die Ausdrücke zusammen gesetztes Verhäitniss, oder Prudact 
Bietiger Grösseu vermieden sind, 'wenn zuvor folgende zwei Katze, 
welche mit ihren Beweiben hier eine Stelle Gnden mögen, erwiesen 
sind, und, wo es irgend thuulich ist, rein geometrische Beweise 
gegeben werden, 

1. Sind .4, B, E, r, so wie C, ß, G, /7 gleicharrige Grös- 
sen, und ist zugleich A : B:=C : D uud E : F= G : H, s» 

.st ancb -^.y=~ji. 

weis. Es s>'i M für J, B, E, F, ui«t A' frir a D, O^ H 
geineinschiiflliches Maus« uud zwar ,J = «f , J/, B-=b .M: 
C-==ff.X, /»=^.A; E=^e . M. F=/. »; G = e.A. 



IIS 



■».=/. 



, folglich aucb - 



2. Sind A, ü, C, D eleicljortige Grössen, iiad xii A : B 
= C: D,6o ist nueli A -. 'C= B -. D. 
Beireis.. Da A } ß^=:C . O und auch C:Dz=C.B, so isl 
nucL I. nueh ~ : J = l:l, also ^ = J, oder .i; C=Ä: O. 

:, Zur RechtfertiguDf; iler hier aufe;estFllten Beliauphing; sollen 
ia Folgenden die, io der seclisten Ausgabe des Gruodriäges von 
(•orenz vorhaDimendeD UDrichtigco geometrischen Malze und Ite- 
Weise so gcfasst werden, wie man es von der Mathcmittik mit 
Becht fordern darf. Zanächst muas $. 195. so lauten: 

Zwei schicrninkttgc Parallelogramme verhalten 
b!gIi, wie die Rech (ecke aus ihren Grundlinien und 
Bj^faen. 

Der Beweis für diesen Satz erhellet sogleicb, da die Rechlecke 
den Parallelogrammen gleich sind. 

Vor demaelhen könnte aiier nocb folgender eingeschaltet 

Zwei Rechtecke verhalten sich, wie die Productc 
Ij^i deu Maasszahlen °) ihrer Grundlinien und Heben. 
, Cn letzteren zu beweisen, niuss freilich schon die Ausmessung 
'ijjws Rechtecks gelehrt sein, allein diese Lehre müehie auch >un- 
' mtteTbar hinler d^n .A lisch uilten, welche von der' Verwandlung ebe- 
ner Figuren in Rechlecke und Uuadratc und von dem Maassc der 
itetigen OrJIssen handeln, die imsseudste Stellung finden. 

Die Sntie in f. 196. und §. 19S, können auf folgende Art aus- 
gedrtiekt werden: 

$. 196. Zwei Quadrate verhalten sicli wie die zwei- 
leu Potenzen der .Uaasszahlen ihrer Seiten. 

§. Vi%. Zwei Paralleld^rumme. nie aucb zwei Dreiecke, in 
dtDMi ein Wiukcl ac(i 
Heclitecke aus tlen dies 

B«W*ra, Da die Porullelogrnmme einen Winkel gleich .haben, 
«o kann man sie su aneiuander legen, diiss die gleichen Win- 
kel (kbeilclwlnkel vterden. F.s seien also (Taf. II. Fjg. 3.) 
die beiden l'aralleliigruRime AC \im\ AF ^\& gegebenen. Um 
DUD den StuU zu erweisen, construire mau aus AB \m^AB, 



I 



*} Wie tnerkniiissig es sei, nicht nur die Grosse, mit welcher zu messen 
ist, sondern auch iliejeiilge Zahl besonders zu benennen, welche anhiebt, 
Wi« oft jene in iler zu messenden Grosse enthalten ist, «iril wohl von 
-Iili<ptan4 in Zweifel cektelli, und daher gehrauEht Ohm, dus Wort Ge- 
,Auq,fur 'd^ erstere Grüsse, und das Wort Maass Tür die Zahl, welche 
' kMliminl, nie oft das Geuiass lu.neliiuen sei. Dieser Gebrauch dürftit 



'«BB XittiT; weicue zaait, oeueu 
Hasanaiil das angemessenste z 
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so wie aus jIE und JG die RecLIecke ^Anod ^J, nnd 
rerlängere f^G uod ßC, bis sie sich in K, und /'^ und. 
B//, bis sie sieb io L treffen. Jetxt ist ^C; AK=JD : AG 
MtxA AF ■.AR=AE : AB, ebenso ist AB: AL,i=AD.AG, 
weil AB=AM ^xni AG=AA ist, nnA AF:AL=AE:AB, 
folgllcb ist AC: AK=AII: AL uod AF : AK=AI : AL, 
und Lieraus fol{i;t durch Division -jä - \^—jj : I, also 
ancb AC -. AF:= AH : AJ, w. z. e. w. 



Der Ben 
Die Ben 

ricbtiD^cT so I 
%. 222. 

Quudrate i 



für die nrcitckc ist di>m vorstrbenilen äbolicli. 
e zu den Sätzen in $. 220. und 222. lassen sich 



rliolti 



irenden Sei 



die 



Beweis. Ist (Taf.11. Piff.4.) ^ABCcoü^ifitc, und sind AD und 
ad Quadrate über den äbniiub liegenden iSeiicn AB und ali. 
SU soll A-^''"^'!A«'''C=^/':arf sein. Man mache v^/'=Jt' 
und ofz^ac, und siebe FG parallel AB, so wie/^ parallel 
ab,%M\%tAG;An-=AF:AE=AC:AB, uud ag-.ad 
^ac i ah. Nach der VorausseUung ist aber AC : AB 
^ ac : a&, folglich bot man AG : AD=^fig : tid naA da- 
her auch AG : ag= AD : ad. Da nun nach §. 198. 
\JBC : ^aic = AG ; ag, so ist auch \ABC' : Kode 
= AD : ad. 

$. 229. Von drei stetig proportionirten Linien wie (Tuf. II. 
'. 5.) AD, CD, BD in dem rechtwinkligen Dreiecke ,^flCver- 
bätt sieb die er^te zur dritten, wie das Quadrat der ersten zu dem 
der zweiten, also AD : BD = AD9 : CDi. 

eweis. Es ist A^rö : j^BCD^AD : BD, wegen ihrer 
gemeioschnftlicbeQ Hübe CO, ferner ist wec(cn Aehnlichkeic 
der Dreiecke ^^ACD : AÖCÖ = .=fö'/ : CBv, folglich ist 
auch AD i BDt=ADi : COi. 

Vermittelst des §. 222. kann leicht folgender Satz bewiesen 

er Linien proportionirt, so sind auch ihre 

Beweis. V.s seien die vier Linien durch A, B, C, D bezeich- 
net und A : B^C: D. Man construire aus A und C und 
einem beliebigen Winkel, und ebenso aas B und und dem- 
selben Winkel zwei Dreiecke, welche ähnlich sein werden, 
und daher sich sowohl wie Al : Bi, als auch wie Ci : B-i 
verhallen, woruus die Richtigkeit des Salzes fulgt. 

Nach dem Cesugten ist leicht eiazuseben, wie die strreometri- 
sehen Satze in den $$. 320, 321. 323. 333. 341. 351. und 375. rich- 
tiger auszudrücken uud zu beweisen sind. Daher sull hier bloss 
der Satz in f. 323. besonders hetrachlet werden. Er inuss lauten: 

Zwei ähnliche Prismen verbalten sich wie die Wür- 
fel ihrer ähnlich liegenden Seiteu. 

I'm ihn gehörig beweiseu zu können, ist es nöthig folgende 
zwei Sätze voraufgebcn zu hisseo. 




^ 



le ParallclepipeJa verbulten sieb wie die 
iibDJich liegendeu Seiten. Ist {Taf. 111. 
fie. 1.) ^Gcoag- und sind .-lO urjd a«/ äliolicL lieeeude 
Seiten, ao soll AG : ag=JD^ : ad'^ seiu. 

Beweis. 1. Siud AG und ag reclit winklige Parallelepipedn, 
also ilire Grundfläclieii AC unil ac Ucclitecke, so cuustruire 
mna über AD und ad diu Quailrule AI und ai und über' 
letzteren iJie Würfel AM und am, deren obere SeiienSäclien 
JLM und Im, durcb die Parnllelepipeda erweitert, die Rectit- 
ecke MX und mn Keben. KeEeicboet man nun die äbnlichcu 
Parallelepipeda AG, ag mit P, p, die Würfel AM, am mit 
W, v, und die an diesen liegenden Parallel ejiipeda BM, im 
mit ^, tr, so vcrbält sich weaea cicicüer Hiilie W:{H^-i-A) 
= AI.AC=AK:AB = AB..AB und w :(». + «) 
= aä:ali, und wegen gemeinsamer Grundfläche P:{W-{-A) 
= AE . AL = AE : AD und p : (w-+-(i) = «e : ad. Da 
nun aber wegen der Aebolicbkeit von /* und p sieb AD : AB 
= ad : 4tb und AB : AD ■=^ ae : ad verhält, so ist uucb 
lf:(ir-H^I = «':{«p+«) und P ■.{H'-\-A)=,i:(w^a), 
folglieli dnrcn I crwecbaelung der mittlem Glieder W : w 
= [W'\-A):iw-^a) und P : p = (W-^ A) : {w-\- a), 
and daher P : p=:VV : rc^ AD' -. ad''. 

Sollte bewiesen werden, dass P : p^^AB" ; ab'' sei, so würde 
der Beweis dem voraufgehenden gsuz ähnlich sein, nur müsste 
W — A und w — a statt W-i-A und w+a geschrieben 
werden. 

1 Sind aber die Parallelepipeda AG und ag nicht rechtwinklig, 
so verwandle man sie in rechtwinklige und zwar so, dass 
AD und €rd in diesen ebeutalls ein Paar ähnlich liegende 
Seiten werden. Dann verhallen sick diese, weil sie ebeofalls 
äbnlicb sind, nach 1. wie AD' : ad", da sie aber bezieblich 
miAG und c^ gleich sind, so muas aucit AG itig^=AD<': ad' 
Bein. 

S. Sind Tier Linien A, B, C, D proportinnirt, sd sind 
»cb ihre Würfel proportionirt, ist also A : a=^ C : />, 
10 ist auch A' : B'^C' : D*. 
Beweis. Man conalruire aus den Linien A, ß, C, D zwei 
ähnlicbe Rechtecke, so dass A, B, und C, D ähnlich lie- 
gende Seiten werden, und be.'^chreibe über den Rechtecken 
zwei ähnliche Parallelepipeda P, ;', so ist nach dem ersten 
SntEe P ; p^A' : B' und auch P : p= C' \ D', woraus 
A'' \ B'r=C' : D' folgt. 
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welche reclitwiukli^ und einander Hlmlrcli °) aiiid, und die K loten 
S, « ebenfalls zu äliiilich li^^gcnduu Seiitu liuben. Uuna ist uoeh 
deiu erateD bcwteseoeii Satxe O : ftn^S" : f, ds aber Gt=P 
UBii ff^p, Eü musB nucli P ■ p =i li" : t'' sein. 

2. Wird abiT l)eliuu|iti;t , duss die PrUmeo sieb ,v«rlialtci 
die Würfel tod aolclicn äbnlicL tici^cnrlcg .{JeUenliuien .1/, f/, n 
nur zu deo Suiten flächen ((ehören, so fu1gt dTc Ricbtigkeit der Bc' 
Liiuntung aus dem unmiltclbar vpriter bewiesenca !iatze. Denn 
nach 1, \st P : p = S" : «", ober S' : »"-^A' : W, weil oi 
der Voraussetzung S:» = ji:a ist, folglich auel» Pip=A'': 
NucL möge Lier der Beweis eiues slereunietriscbeo Matzes e 
Stelle finden, um die weitere Anwendung des üben benieBenen 
Sutzes 1. zu ztiifea. 

Zwei Prismen von gleicher Hi>bo verbultea sieb nie ibre Grunii* 
flacben. (Vergt. MuClbiai Leitfiidcn $. 2?2.)- 
Beweis. 1, Sind die Prismen dreiseitig, so folgt der Satt leicbl 
aas dem, dass zwei Parflllelepipeda von gleicher Habe sich 
wie iLre GrundBücLcn verlialteu. 
2. Ist aber dos eine Prisma, P, über dor Graudflücbe G dreisei- 
tig, und das andere, Q, über der Grundfläche ^ viel- z. B. 
funfseitig, so läsat sich letzteres in drei dreiseitige J, B, C 
über den Grundflächen //, /, K zerlegen, und es ist dünn 
nacb l. A : B = HtI, daher (A-\- S) : B = {U-\-t): 

auch ist C : ß = K: /, folglich dnrcU Division — ^ — ; 

= ^— •■ 1, also M-t--Ö) : C = {H-\-I) : K, nnil dftb« 
wieder {A-^B+C) : C= (/r-+-/+ A') :jr. Auch iil 



A ^/t + C _ 



1 = 






= 1. 



Pi C=G ! K, fftlglich 
und daher « : P= F : G, w. 
. Sind beider Priamen P und Q Grundflächen f und O vielsei- 
tige Figuren, so sei Jt ein dreiseitiges Prisma über der Grnnii> 
fläche li und von gleicher Höhe mit den beiden ersten. Daiiii 
ist nach 2. P : If=F : ZT und Q : B=G : //, falglicb 

^ : 1=^ : 1, und daher P : Q = F : G. 



*) BeKidhnet man von dm Parallelepipeden die Rcohtecke, Welche im 
GrundflScben i)er Prismen gleich sind, mit H und r. so i) 
Gnindfläcbcn sich wie Sq : 1? verhalten, R : r^Sl : f?, und drücU 
man noch die andern SeiCeu jener Kecntecke durch B nnd Ir aus, 
ist Ä : S<I = B : * und r : 0l==b : t, folglicb — : — =£ ; 

aber — =-— , mitbin ist auch B : 6^S : t und daher Äcc 

nun aiieb die Hüben der Paral1ele|ii[ieden wie S : s, alto nach 
eben Jiewieseuen auch nie B : b sich vethahea, SO sind (lie 
lepipeda Übniicb. 



f^ 



XIX. 

lufgaben zur Anwendung des Viiriatioiiärf 
kHlkiils. 



Lebrer der Maihetii. 



Vuu dem 
Herrn Dr, G. Straucli 

in d. EriieliuagsanstaU tu Lcniburg in 




;e hier ileui Pubükuqi einige Probleme (tus einem gröns^i-i, TTcin 
r. Je<1e Bemerkung, jeder gügründeto Tadel, ii. s. w. wird, je ebe 
n dantic ItomiDt, mit desto grüssercm Dunke angeiiammea werden). 



Werke 

wird, je ebet 



i iit bekannl, dasa scIiob, ebe T.ograDge den Varialiona- 
knlkul erfunileQ liatte, einige dabin gebörige I'nilileme nulgeslcllt, 
und Bo, wie es bei dem damBlii;eD Mangel einer Methode gescheben 
koDDte, d. h. auf eine bSclist unvallgtändige WeiEc, golüst waren. 
Kuler fügte den bereits vurbandencD PrublemeD iiocb rielo binzu, 
und veraiicbte es, eine Methode zu deren AnOöaung zu aeben. 
Uieaee geacbab in seiaem berübmten Werke: Metbudus inve< 
niendi Itneus curvas niaximi mininiTe pronrietate ffau- 
' dentes. Lausan nae et l^ene vae an no 1744. 4. 

Später erfund La^raugc den Variationskolkal, und so scigte 
sieb nicht nur, daaa die in uem besagten Euler'schea Werke ange- 
wendete Methode gar keine Methode sei, sondern auch, dosa in 
demselben aus den vielen Gattangcn von Probtemen t 
zige Gattung reprüsentirt, die IVoblniiK 
LücltBt unvollsIäDdig gelöst seien. (Mm 
dasx bei eilen diesen Auflösungen " 
und dase das Mittel uion^lt, wodurch . 



. Grösstes oder KLeiastcE 



i selbst aber immer noch 
1 denke namentlidi daran, 
: GränzgleicbuDgen fehlen, 
1 entscheiden knnn, -"- 



' keines von beiden stattlinde. 



Guler ergriff nun die Lagrangc'scbe Erfitulang, und hear* 
leitete sie auf eigene Weise; und seine neueste darüber gcEcbrio- 
(tene Abhandlung ist als Musler ancrkotiDt (Novi Comm. Aead. 
Petrop. Tora. XVI. jiag. 35—70), 

Neben den Ueurheilungen des Variattonskalkuls, welcha wir 
Tun Euler und La.grangc besitxeD. müssen vorsüglich diejenigen 
beachtet werden, welche wir vuo Martin Ohni besitzen, düesisd 
eine erfreuliclie Zugkbe au de«, was sei;ie Vorgängef geleistet 
lisben (Mau seliei Lehre des Grössten und Kleinsten, ßer- 
iin 1829. Ui>kere Matkematik in zwei Bänden. Leipaig 
1S3Q. System dei; Mathematik. Berlin 1S28 — IS^). 



Ungeachtet dieser Tortreniichea tlieore tischen BearbeiluDgen 
ist aber die KcuntoUs des VarintioDskalkurs noch bo weuig \er- 
Lfeitel, dass die ffrüssere Aoinbl der Mutbematiker denselben nur 
dem Numcn nach kennt. Worin ma^ diese Tbatsache ihren Grund 
babeo? Btwa darin, dass solche Männer, wenn sie bei den Sinfen 
der bücUsten Höbe ihrer Wisaeuachaft angelangt sind, die Kraft 
nicht mehr btibeni such diese zu besteiKcnf Letztere Frage i 
jedentnlls veraeinend beantwortet, und der wuhre Grund, dass die 
KenntniBB des Variatiooflkalkuls noch so wenig verbreitet ist, dar- 
in gesucht nerden, dosa es den abstrakten Diathennttiaclien Theo- 
rien, wenn mau ihnen nicht mit |jriiktisclien Anwendungen zur Seit« 
steht, eben bo ergebt, wie es etwa einer iu wissenschaftlicher 
SireRge »hgefasslcn Aeslhetik ergeben würde, wenn keine Kunil* 
wel-kc auf der Welt wären. 

leb babc es unlernuuimen, für die Anwendung des Variatioi»* 
kalkula Frnbleme xu bilden und aufzulösen, und dadurcb den Uf 
gehenden Analytiker Gelegenheit zu bieten, sich in allen Operatio- 
nen der böberen Analysia zu üben. Diese Probleme, wenn ich 
gleich selten mehr als drei von einerlei Art gebildet babe, sind iB 
einer sehr bedeutenden Anzahl aDgewacbseo, und sie machen ib- 
Bnmmen ein ausgedehntes Werk aas. Ich lege dem malhematigckea 
I'ublikum einige dieser Probleme als Probe vor^ ob ich grade die 
intereaBunlesten vorlege, will ich nicht entscheiden, da das, wu 
man interessant nennt, nur GeschmackEsaciie ist. Zunächst mogea 
Probleme über das Grüsste und Kleinste folgen. Diese babe ich in 
' drei Abtheilungen gebrecht. 

Die erste Abtheilung enthült Probleme, die nur aut Grfunk- 
tionen führen. Diese musste ich alle selbst zusammen- 
setzen nnd auafiibren. Ich will, wenn gleich diese höchst in- 
struktiv sind, und wägen ihrer Neuheit auch Interesse finden wer. 
den, hier in dieaeni Archive doch nur einige der einfachsten nit- 
theiien, weil man einmal gewohnt iBt beim Varialionskalkul i 
jedesmiil zu Integriren. 

Die zweite Ahtbeilung enthält Probleme, weiche auf 
Ausdrücke führen, in denen noch Differentiale eingehen. 

Q (m. s. z.B. die Crelle'acke 
"' rke. Bd I. S. m. 



her gehörige Theorie bat Ijugrange 
TIebersetzung der Lagrnnge sei 



4ft8) 1 



. (m 



ingedeutet 



thciluDg gehoi 



Ausbildi 
Lehre des Gr< 
—244). Prubleme, welche 
, gibt CS bis jetzt nur fünf. 
i;e, und findet sich z. B. in 



erdenken i 



■ Ma: 



nd Klei 
liesB zweite Ah- 
as eine dnvoi 
' Crelle'acbea 
Lietiersetzung. Ud. I. äeite mä. h:in zweites Gndet Heb ii 
Francoeur'a Cours eomplet de mathematiquea nnreii 
Bd. 11. Drei andere finden sich in Ohm's System. Bd. TIL 
Anhang 11. Aufgube 1, 5 und 6j die Aufgoben % 3, und 4 e 
daselbst sind weiter nichts, als drei verschiedene Fälle des eo ebea 
erwähnten von Lagrange gegebenen Problem's, Von dergleU 
eben Problemen will icb viele mittheilen, da sie weifeB 
ihrer Neuheit ge-^- ■-' '^ ' '-- -•"- 



uf dei 



nkti^ 



i Umstand aufi 



unbekannte Stücke vorkommen. 



nnd dB 
ber Hinsiebt icb hltt 
lerksam macbe, dall 
zu erfüllen sind, all 
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ialioiiskal- 


d Kleinste; 


chöpfendeD 


Der Sacb- 
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Die dritte Abtbeiiuo^ enthält Prabteme, welclie auf Ans- 
drncke fiilireD, in deoea uoch lote^rale eiogcbeD. In diese AbtLei- 
|tin|i^ gehört die Gnllun^ der in Kuler's oben genaoolem Werke 
JHetbodua inveDiendi a. a. w.) eothalteDen Probleme. Aller- 
ÜBt^a baheu Lagrange und Ohm einige in diese Abtiicilung ge- 
korige und sehr seh atze uswertbe Beiträge geliefert; allein daa hier 
lu bearbeitende Feld ist so ungeheuer, dass die von mir gemach' 
ten Zugaben allein soviel betragen, als die beiden ersten Abtbci- 
lungen^zusammeD. Diese Zugaben brauciie ich aber hier nicht auf- 
miiblen, da ich ja im ltef;ritt'e bin, die Probe dem Publikum ror- 
■Blegen. Ich werde bei jedem eiuzeluen Probleme der dritten Ab- 
theilung^ Gelegenheit nehmen auf das, was mein Eigeothum ist, auf- 
MTkaam xu machen. 

Obgleich ich aber hi^r in diesem Arcbire nur Pro- 
klene mittbeilen will, so rnnss ich doch we 
ingebÖrigeD Eigeothümlichkeilen noch eic 
knngen vorausschicken, sowohl über den Va: 
knl überhaupt, als auch über das Grösste ui 
■od ich will mit einer, wie mir scheint, en 
Bvfinitian des Var 
kenner wird dabei eraoben 
Uue. 

Der Variationskalkul ist derjenige Zweig der höheren Analyais, 
welclier, wenn man Funktionen in andere Funktionen übergebeu 
ÜHt, die aus diesem Verfahren folgenden Ergebnisse untersucht, 
md uiwenden lehrt. 

Der VariatioshBlkul unterscheidet sich also wesentlich vom DifTeren- 

Senhalkul; denn dieser ist bekanntlich derienif^e Zweig der höheren 

Aniilysis, weither, während das eigeiitliclie Wesen der Funktionen 

ungestört bleibt, nur die Wcnbe der in den Funktionen betindlichen 

absolut unabbanpBen Veränderlichen in andere Wertbe übergehea 

lögst, und die am diesem Verfahren folgenden Ergebnisse untersuche 

und anwenden lehrt. 

Vater die Aufgaben des Variationskalkul's gehört z. B. die Behand- 

liug der Fälle, wo die Funktionenj welche gewissen Bedingungen 

genügeo sollen , das Gesuchte sind , wo also die Untersuchung 

~ Ibn Tou ganz unbekannten Funktionen ausgebt. 

Die der eben besagten Aufgabe des Variationskalkul's analoge Aufgabe 

des Differenzen kalkul's ist die Behandlung der Falle, wo die den in 

bestimmt gegebenen Funktionen beQodlichen absolut unabbäDgigen 

Veränderlichen beizulegenden Wertbe, welche gewissen Bedingmii^eii 

genügen sollen, das Gesuchte sind, wo also die Untersuchung von 

noch uobekanoten Werthen der in bestimmt gegebenen Fnnktionen 

befindticben Veränderlichen ausgebt. 

WcBD c*oc Punktion in eine andere übergeht, so sagt man: ,,Bie 

«trd variirt;" die Funktion seihst, welche variirt wirdj wird 

Tkriittile Fnnktion, und der Unterschied zwischen der neuen und 

cmran glichen Funktion wird Variation genannt. Wenn eine 

ranable Funktion als einziges Element betrachtet wird, so nennt 

■an sie einen variablen Veränderlichen. Man kommt nun sn fol- 

geodeu Unterscheidungen: 

A. Kine Funktion erleidet eine einfache Variation, wenn 
dabei die nichtvariablen Veränderlichen keine Wertbänderung er* 
lüden. Die einfachen Variationen sind aber von zweierlei Art: 



IM 

1): Eine FnnktioH. wird ^radezn für Bicli ullein and unnUänsig 
ped ftDtlern Fubktiouea variirt^ und eine sulcbc eiobdic Variation 
Dänot mno eine uiiini Uelbare eiafacfae. 

3) üioe Funktion wird dadurch einfach varürt, dnss eine an- 
dere, von weluher sie abliiiugt, eJofttcli varürt wird, oder duss 
mehrere aodere, von velelicn sie abJiängt, einfach varürt werdeu; 
und eine solche eiofuclie Vuriation ncunt man eine mittelbare 
einfache. 

B. Bine Funktion erleidet eine cusammengeaetste Varia- 
tion, wenn die Bichlvurivblen Veränderlichen iiucb zugleich Wertb- 
ändcruDi^en erleidet). Die ausnmuieagese taten Variiidauea sind 
aber ^leicbfaUa von zweierlei Art: 

1) Eine Funktion wird grndezu für sich allein und unabbänKig 
von andera variablen FuuktioncD zUHuminenii^esGtzt varürt; und eine 
solche « u sam Die Dgese täte Variation nennt man eine unmittelbare 
s u 8 am ni e n ü; c 8 e t z t e. 

2) Eine Fuaktioo wird dadurcb zosammengeaetzt varürt, dass 
eise andere, von welcher sie abhUngt, zuauDimeageaeUl varürt 
wird, oder daas mebTcre andere, v<>u welcbeu ele abhängt, lusam- 
mCngesctzt varürt werden; und eiue solche zuiamniengeaetztQ Va- 
riation nennt man eine mittelbare Kusammensesetate. 

Hiermit ist die Idee des Variationskalkul's voIlksB' . 
men ausgesprucheo. Bei der elementareit Klarheit die- , 
ser tdeo sind wir qoB' jedesmal bevruBSt, wann wir unbe* ,e 
dingte Freiheit in den Operationen haben, und letztere 

und wann wir gezwungen siud, die Operationen den j !■ 
desmal obwaltenden Umatänden zu unterwerfen und zi 
jiberlaflEen. 

II , < .' A. Einfache Variati9»etK 

1) Üb mittelbare eiiifnche Variationen. Wenn eine 
Fanktipn y=tfa: in eine andere y-i- ^y^ifcv übergebt, so fulu! 
man ein weiteres Element x, welches tod allen andern in ytx entbiil- 
tenen Elementen nnabbängig ist, unit von welchem wiederum iil'< 
in ifT^r enthaltenen Elemente noabhaagig sind, in die neue Funk-, 
tiun ipa: ao ein, daaa »ie sich mittelat des Maclnurin'schcn Satn 
in folgende Reihe entwickeln lä^st: 



i) y+Ay=^iP'^-+-''''''y*'-+-j— s-^'y-a?+. 



ll)3' + Aj' = 3' + «-'»3' + r 



.d'y-i 



Die Ausdrücke tfy, d'^, i 
von a^ zu belracbten. 






n BteLt, alsFutikdara 



die nn«di lauter positiv 
Beihet — Was hat ma 
Ende aller Operatioi 
gen W«rtbi ' 



fremd ai 



tigc Element «i — Wari 
I ganxen Potenseu des x aufsteig««^ 
mit diesem fremd artigen Elemente miM 
iizufangen? — Wenn bei jedem belüll 
Wertb des nencn Ausdruckes tjix ' 
'ertbe des ursprüngUehen Ausdruckes gi.v unmittelbar anliegt^l^l 
musa das X io ^a: bo eingeführt sein, dnss die epcciellc BedeatV^ 



12i 

welche man nnch nns^fiihrter Rciheneutwickclaog dem x lieilcii^«D 
Buss, eia im Mcimente Jcs Verachwindens bcADillicher Wertli ist. 
Warum muaa grade das x diese Uedeutuug liaben? — Ist ta ini' 
■er lai^licb, dus k so in die neue Funktion eiuiuführeo f — Mit 
d«r BeantworlUDg dieser Prassen stellt nud fallt die ganze Tbeurie 
der unmiltelbarea einfueben Viirintiunen. i' 

WenD eine Funktion y^y^^, tf) in eine andere y + Ay 
^yi(a:, to^ äbergeht, so bat mun auch hier in ^x, tc) das Ele- 
■ent X SD einzulübren, dass sieb mittelst des Macluurio'scben 
Satxes fDlg:enJe Reibe , - 



i'^') y+Ay=y + '(.'J2/+|V5-<^'y+'Ä.'-''^'wi>' i^>w 

«giebt. Hier wiedcrbolcn sieb die bereits gestelUen Fragend jKe 
Aiuidriicke Jy, (T°y, u. s. w. sind, wie jnuu aiclit, als Funktionen 
TOD ■:? nud te cugleicb xu betraoliten. 

Auf ganz gleiche Weise bat inaa zuverfahreii, vicdh ff=:yi(_^, to, v) 
abeiwelit in y -i~ /^y = f{a:, w, v). 

Und so fort. 
I In der Beibo II), IV) u. e. vi. wird Ay ^''^ Gelammt Varia- 

tion, dagegen die ciazelnen Glieder x . Jy, t— ^ , iJ'y, u. s. W. 
werden bezüglick erster, zweiter, a. s. w. t arintionstbeil, und 
die Kocffieienten dy, iJ'y, u, s. w. werden bczüglicb erster, zwei- 
ler, u. B. w. Variatlonskoefficicüt genannt. 

2} Slittelbare einfaciic Vuriatluaen. Sobald di« Theorie 
der ODmittelbaren einfociien Vuriatiuiicn begründeC ist, bat die der 
miitelbaren keinen AoEland. Das BDtwickelu»g»inittel iit der Mu- 
claarin'scLe Lebrsatz. 

B. Ziusammettgegetxfe TarlatieHea- . | >,''^ ,., 

1) unmittelbare zusammengesetzte Variatlonen.'AVii««' 

eine Punktion y^^x übergebt in y-^^^y^i^{x-\- Ox)^^ wo 

üx eioe blosse Wertbauderuug <lcs niclit variablen Vctändcrticlien 

X ist; so gebt die Reibe I) über in 

Cm aber die insanmengesetzteu Variationen gleichfalls dnrcb den 
MaclauriQ'scben Salz enlwiekela zu können, setze man «tatt der 
Wertbäuderung Dx die Reibe ■ ^i ■ ■ ■ .- ■' 

Warum aber diese Reibe? — Wäre es nicbt binreicbend, statt dsr 
Werlbäuderung Dx blos das Produkt x . &x zu setzen? — In 
neldiea Fallen (^nügt dieses Produkt, and in wetebcn Fällen ist 
RciLe VI) nötbig? — Mit der Beantwortung dieser Fragen 
cht und fallt die Tbeoric der unmittelbaren ausammenge- 
-Jtzten Variationen. Setzt man nun die Reibe VI. an die Stelle 



i«t Bx in iler Reihe V. überall ein, ued entwicltelt man niUelKl 
des Maclaurin'sclien SalseSi ao beltommt man fuigende Reilie; 

»II) y+(i)y=y+» . (%+TT2 ■ i'^'y+TTTTi ' <^'f-l-- 



VIII) (rf,y = (Iya-H 



IX) i(t,'y= 






^ w. Die 






wird hier mit lA),'/» •""' <'c erste, zweite u. a. w. zusammenrF- 
setzte VaristioDskoefficieot wird bier lieiü^ücb mit lOjy, 
(Jj'y, u. s. w. bezeicliDet. leb liabe die Klammern desslialli 
ceväblt, weil sie überltuupt an zusammengesetzte Aus- 
drücke eriDDerD. Die mit /ß^ bezeicbnete WerlhhDtJerUDg nin: 
Gesammtdifferenz, die in der Reibe VI. befindlichen Glicilet 

x.&a:, j—^.&'x, n. 8. w. mog-eo DiTfereDztbeile, Bad die 
KoefScienten d-jx, 9*x, u. s. w. mögen beziii^licb erster, xweiitr, 
II. ■• w. Differenzkoefficient genaant werden. 

Wenn y=if{x, te) überi^eht in ij-\-(\)y=ip(ar-\-Da:, *e+Dm), 
wo ß:c uad Dw blosse Wertliiadeningen der nicbtvnriablen Ver. 
xnderlichen x und to »\aA-, so gebt die Reibe III. über in 

+ j^.<I'y(*+/>^, »+/>«•)+ 

Tm aber aucb diese zusamm enge setzte VarinlioD mittelst des Hk- 
lanriD'sebeo Sntzes entwickeln zu können, setze man Uail Dx 
md ßv becüdicb die Reihen 






T^-*--+- 



Setzt Min diese Reiben wirkticb statt Dx und Dm la 4te Idb 
X nbenll ein, nnd entwickelt maa «ittelst des MacUHriaVIUi 
Satxes; m bekommt man 




Das Bot- 



: AuTgube ist eine dop- 



2) Mittelbare zu EammeDgeBetzte Variationen. Sobald 
' Theorie der unmiitel baren zuBiimiDeuc^esetztcD VuriatinoeD be- 
ulet ist, hat ilie der mittelbaren keineu 
^<^iunj:^sininel ist der Macliiurin'si^bc Saht. 
Dna Grüsste und Kleinsle. U: 
Itf. Ich will den cinfiichsten Füll Ilie 

Es sei U=f{a:, y). wo 7/ ein vnriabler, dagegen x ein nicbt- 

:i[i»liler Veräadcrliclier istj und mun sucbt füry eiuc solcbe Fuak- 

i"ii tfx, dnss dann bei jedem beliebigen Werihe des a: der Wertb 

M Ausdruckes L^f{a:, tpx) grösser oder kleiner wird, als es 

er l'ull sein kann, wpiin mun an die Stelle des y alle diejenigen, 

unklionco ^etzt, deren Werllie bei jedem beliebigen Wertbe des, ■ 

■ dem Wertbe der Funktion ifx uninitlelbar unliegen. Ein sol-', 

lies nrcisstes oder Kleiastes, wcicbes durcb den einfucbea Varia-^ 

uuskalkul nof)j;esuelit wird, und dessen VVerth we^eu der noch 

liillliiidenden Allgenicinbeit des x kein bestimmter ist, mag ein 

limärcB Grüssics oder primäres Kleinstes genunjit werden. 

Hat man nan für y die Punktion efx gefunden, bei welcher 

\- =:f(a!,fx) ein primürea Grösgtes oder primäres Kleiuates wird; 

<' kiinn man uocb tiir a: einen solcben bestimmten Wertb a auf- 

iii-n, tei welcbem dann der Ausdruck L'7=f{a, <fa) einen 

-^eren oder kleineren Werlb bekommt, als wenn man die den 

jiiinittelliar anliegenden Nnubbarwerlhe einsetzt. V.\a solcbes 

• -^ics oder Kleinstes, welches durch den Üifterentialkalkul auf- 

.i;urbt wird, Und bereits eiueu apeclellen Werth bat, mag ein ae- 

luiidares g;enaunt werden. 

Trifit CS sieb d;inu, duaa der Ausdruck V=f(x, y) gleicb- 
:cititr sowohl in primärer iils auch iti sekundärer Ueziohung ein 
• nisstes eder Kleinales, wird; su but man ein zuaammengcsetz- 
eä (;rosstes oder ein zuaammengesetxtea Kleinstes. 

li^a ist Hiebt grade nötliig, zuerst den primären Zustand für 
iirh iillein, und bieruuf den sekundären Zustand tiir aich allein, 
lufzuaucbeu; sondern mun kann den zusammengesetzten Zustund 
ptcb auf einmal auflinden. Oft ist mun sogur gezwungen, den zu- 
if einmal auffusuchen (man denke a. II. 



rcsetztea Zui 



lanenacsel 

la die l'robleme, welche auf bestimmie Integrale mit veränderlichen 

jräazen rubren). Das zusammengesetzte Grdaate oder Kb 



mm 



auf einmal oufiulinil^D ist aber üache <los zusaDimeDgesetzteD Vd- 
riHtiüoskalkurs. 

Dn es nicbt meine Absicht ist, ulac Theorie dea \a~ 
riationsknlkul'« 






I Uei 



rkuD 



tIeDii jetzt wiTÜ jeder Lest 
EigcDtbGmlicbkeilen, welcl 

hcn. Fiir einen Tfieil^ meiner 1 
flüssig, wecfl ich zu jedem. I'rnll 
Lefare' de8^c9sstv^ und kli 



in den nnchfolpenden Pro 
teres xn. würdigen verstc 
sr ist es vielleicht iiicbt über 
: einen Pnragroplien aua' Olim'it 
Bten cilire. ' 



Aufgaben, 



Erste Ab(hei[uQg, 
} suf AuBilriicke fitbren, die 



Aufgabe 1. 
, /Zu Ohni's Lehrs des Grünsten und Kltrii 



. Seite 160. §. 17.). 



'^'■'T^elche unter allen auf dasselbe reell twinkeli^e Coordinatensy- 
stem^^czuecncn ebenen Kurven bat in jedem ihrer Punkte ik 
Eigenschaft, da«E sie das Produkt der zu irgend einer nach Bellc- 

. ben gcfwHblten Abscisse gehörigen Ordinate uud dieser um die Or- 
diunie vcrmiuderfcn Abaciase grösser oder kleiner macht, als es 
tei der nemlicbcn Abscisse alle andern der geencLlen Kurve in 
jedem Punkte nächstnuHegcnden Nachharkurven machen künuen^ 
' Die hier gestellte Autgabe, welche ein primäres Grösstes oder 

'' priinüres Kleinstes sucht, fiihrt auf den allgemeinen Ausdruck 
■ I) f=s,. (*-,), 

wo X jede beliebige AbEcisse und ff die jedesmuli 



lebten Kurve ist. Die Ordinale 
gesucLien Kurve in jedem Punkte 
stellt durch 



Ordinate de( 
der Kurven, welche dir ' 
ich atan liegen, frerdeu ita^W 

■■': 



1I)3/H 



.3y-i 



wo X der Null nächstjmliegend , y die gesuchte Funktion von. 
und äff, 6''y, 3'^ u. s. w. gunz willkütlicfae reelle t'uuluionea viH 
X aiDil. Aus I. folgt nun 

; -.-'■■^ - \\\) äu=(x — i,jy.6ff 

,rt I..;.' . . IT) 3' U:= (^- 2y)rf=3' - 2 ■ 
, . Am'9t£=:0 folgt a^ — Zy==a, d. h. es ist 

li« gesuchte R 



1 Anfangspn 



) Winke 



ebne 



1 gOB 



^sche TangenlP :^ i kl; uml Ja ericli jelxt Glcictiuag IV. auf 
^'i':=: — 2 . iJi^' nirKfltzioltr, also i^f/ bei jeder reellen FunUHua 
'Von .T, irp.lclie man für 6y lelzt und hei jedem licliebi^en Wertlic 
«les le nogativ bleibt; bu ist £7':±:= ^ . x^ ein ptluäres Gfösetes. 



I 



Au%aT»e 2. 

(Zu OIiiii'e Lehre des Grossten und Kleinsien. Seitb 100. §. IT-J. 



Wciclie uulcr nllea »uf das nemliclic rcchtivlDklige Coordina- 
tensTstem bezogeDen ebenen KuitCd bat iD sieb eiüen bestlmniteti 
Pnn'kti der so gelegeu ixt, tlasa das Produkt seiuer Ordinate tinil 
Bcincrum die Ordinate verminderten Abscisae aebat dem Produkt seiner 
Absclsse und einer um diese Abscisse Tcrmindcrten konstanten Li- 
nie grosser oder kleiner ist, als bei allen andern näcbstge legen en 
Nncb barpunkten, mögen sie sieb nun in der gesuchten Kurve oder 
in den ibr in jedem Pnnktc nücbslanliegendeu Nachbarkurven be- 
finden^ der Fall qeip kanuf 

Diese Aufgiibe , nelelic ein zusnmuiengesetzles' Groastea oder 
ein zueammeogesetxtes' Kleinstes sucht, fubrt auf den ollgemeineo 
Ausdruck 

^ 1) r=y.(^-y)-i-^.(«-^) 

va x jede beliebige Abscisse und y die jodeamtillge Ordinate der 
u'i'-'uebien Kurve ist, Die irgend einem beliebigen Punkte naelist- 
..'legenen und snwulii in der genicltteif als iu allen näcbataulte- 
..'iideu Nacbbnrkurven bclindlicbcn Nnciibnr|Junkic baben die Ab- 
iä£e {x-\'Da;), w«lcbe man oiich daretelleu kuuu durch . ^ : iin 1 

II) ^ + x . J^-4-y^ . »^-^—-T. . &^^-\- „ 

iiiid die Ordinate ^ .< .h\\\ i-.s . .. jii i*Kii) 



I bekonnilicb 

iS)y = hj + '-^.&a:^ 






a. s, w. ist. Da über die Werlliäuderung des x ganz nnabhÜngig ~ 
iiud willkiirljcli ist, BO wäre en sebnu hinreichend, «tatt der Keibe 
1). den eiiifiirbern Auedruck a!-\~x.äsc zu setzen,, wobei atoo^ 
d'.9;^0, ^'.T = 0, u. K. w. ist. . . pjiuiuit man über denDOcb dfCij 
Rhibe II., SU bekummt man ,, 

V) ,rf,' t = l-r - %) . S^y+\\x — 'ly) . ^ + y-Hfl -M . »*x 
- 2 . Jy' + 2I( l - 2 . ^ . .Jy + (o: - 2y) . gl . *;r 



12S 

+ [(— 2y).S + 2.i-2(^-21.*:r^■ 




. dyf^- 



du 



Setzt moD [3)U=Q, ü. h. bowoLI ^ = als auch ^ = 0, b. 
bekommt man znnäclist die ideatiacbe Gleichung 

VI) a? — 2y = 0. 
Daraus ergibt sich 

Vll)ff = i.^ 
Die gcsucbte Kurve ist also diejenige Gerade, wckliF 
im ÄDfanirsiiuDkti 



akel ü 



eidet, 



_ ^entc =iist. 
tische GleicbuDg 



Man bekommt aber auch nucb die nicbtiden- 



wclcbe sich jedoch in Folge der Gleichung VI. zurückzieht auf 
VIII) y + a — 2a: = 

Fiibrt man für y den Ausdruck ein, so bekommt man m ^=^ 

iroraoB a; = -^ folgt, und es ist 

IX) C"=^. 
[Inter diesen Umständen reducirt sich Gleichung V. auf 

X) (i},'C= — 2. tfy= — -J.-S-ä:* 
Dieser Ausdruck, bleibt unter allen ümetändeD negativ und ■ 
findet ein zusammengesetztes Grösstes statt. 



2 



Aufgabe 17. 
s Lehre des Grössten iinil Kleii 



Welche unter allen a 
stem bezogenen Flächen 
so gelegen ist, dass folg 
les abhängige Ausdruck 



;cbtwiuklige CoordiDaleosy- 
ineu liealimmlen Punkt, der 
CoorUinaten dieses Punk- 



I) Z/=6a.r-t-^' + «''-4-6y» — 4//y, (:r + «i) 

.1b bei allen andern nächstgelegenen Kscii- 
un sich in der gesuchten Fläche oder 1» 
enden Nachboiflacheo befinden, der Füll 



grÜBser oder kleinci 
barfjunkten, intigen 



! Aufgabe verl 



ir^^entl 



einem beliebigen Punkie nächstgclegeneu und sowohl I 
, suchten als in allen näcbstanliegenden Nachharflächen beßndlicneB 
Nachharpunkten gehören die Abscisseu {a:~\-Üa:) und (k-^D»), 
welche mau nucb darstellen kann durcb 



II) x-t-K.9^j; + -^.^'X'{-Y^-^.&':v+ 

III) « + * . &iff~i-^, ^»«-4-Y-~^i. *•» + 

und die Ordinate ■ . - 

IV) y+x.(d'^y + ^.,(J',=y+j-~.(*,>y +,.,.. 

wo bektinntlicb 

u. s. w. ist. Do nber die WertliänrfcniugeB ilea ;r und des to liier 
gans nnnbliängig' und Tvillkiirlich sind, so wäre es «chun binreichend 
Klatt der Reihen II. uai III. nnr (.ir + K..9^^) und (fr + x.^r^) 
tu setaen, wobei üIbu »*.v7=:t), y'w^O, &'x = 0, 5^'«t = 
B. B. w, ist. Darcb Variiren bokummt mni) 

-M^ ■ (Sy — -iar — /w) . ^ + 0« + 2^ — V/y] . *^ 
H- [4 . (3y— /jr — Äw) . ^ + 2«- — 4%] . *fP. 
Aas [dj{7=:0 folgt zuerst die ideatiscbc GleicLung; 
VI) 3y—/,x — /,w = 
toi die beiden nicbti den tischen Gleichnngen 

VII) 4.(3y-Ä^ — ÄK.).^ + 6« + 2^ — 4% = 0, 
TIH) 4(%— //ar — /(«.);^ + 2k. — My=0, 
i'ciclic sieb aber wegen Oeielinng VI. zurltt^sieKen auf 

IX) &a + 2x — Uy=0, VJ 

X) 1lw-U>/ = 0. . ' - ^ 

Aus VI. folfft zuDäclist f „„ 

XI) y=y.(jr+w). 

ie ftesuclite Fläcbe ist also eine Ebene, welcbe durch 
-ea Anfangspunkt der Conrdinateu rtht, und bei weu 
cber die iu den Co o rd in uten ebenen .Vi' und IfV liegen - 

Tli<II III. !> 




rten Spi 
. bildeb, 



mit der Coordinatenaxo F aotcbe Winkel 
goniuDictriscLe Tongente ^-=-, '"*^ 



Führt miiD nuD in IX. und X. für y deD Ausdruck 

3. {3 — 2*=) . CA' _ , ,, 

kommt: miio .^i= — hh^ —z '" " w ^ ' hh*"— 3 ' "' *'"**' •''^^ 
SCO CmatäudeD bleibt nur 

XU) ,<ri' f — 12 . d)/' -i-?(3 - 2//') . ((■^^_ ^^^ . »^^k 

Der Tlieilsatz mit dem Varia tioDsIcDcflicienlen ist unter allen Db- 
- stäiideu positiv; dagegen das ä^|^reg»t der mit DifierenzköefGcien^ 
verscliencn TheilsÜtze ist nur dann aiclier positiv, wenn (3 — 2X') 
und (3— 4^*) ffUicIizeitig pnsiliv aiud; und dieses ist der Fall bei 
nlleu von (—4 . 1/3) bis zu (+i . 1/3) liegenden Wertten dei 
fi. Dabei findet abej ein zusainmcngeaetztea Kleinstes 
statt. 

Bei allen zniscbcu { — oe) und ( — i ■ l/^J, so wi« bei alleo 
zwischen (+-r ■ W^} und (+ob) liegenden H'ertbcn des h k^n' 
von einem siebern Zeichenstnnde des mit IKfferenxkoefllcienten s<:'. 
Behenen Aggregates keine Rede sein, and in diesem Fülle fmi - 
Wühl ein primäres Kleinstes, aber in sekundärer Bexiebungliutla 
weder ein Grüsstcs nocb ein Kleinstes statt. 



Aufgabe 31. 
)[Zu Ohnt's Lehre des Grässcen und Kleinsten. Seite 181. $. 27.). 



-■xyr-ai»--y%-\-hx — g^ .lag nat -J-,.. 



,d,t' = (2y — * — a^) . tfy+(2a — y — a-) .d« 
+ f(2y-»-^).g + (2«-y-^).g-|-a^_y_, 
^■ kx — g^ 

Daraus folgen zuoMcbst di? beiden identischen Gleichungoa 

I) 2y — » — « = 0, 
und 

II) 2a — y_a. = o 
und die uirbliilenliscLe Glcicbuug 



1 
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ri 


ins 1. DDil II. Drgibt sicfi y^=x uod x = «i and aus 111. ergibt 




sich .v~^. Es ist also jetzt -i ^ 




''•■-^•■•'-'»S-atj^). 




Unter diesen CmstäDilcD lileibt nur ^ 




l^j' f/= (Jy - tf;^)» + Jy' + ^«» + p . ■^^'. 




Das Aggregat der Varia tionskocfficienten zeigt sn, dass e!U primä- 
res Kleinstes, udü der TLeilsatz mit dem DüfereDEkoefficiciiteD leigt 
nn, dasa auch ein aekuniläres Kleiuates statt üodet; ca findet oUa 
t\a zusammengeaelztes Kleinstes statt. 
(MsD vergleicliB die folgeade AufgaLe). 



Aufgabe 32. 
(Zu nhm's Lehre des Grüssten und Kleinsten. Seite 177. $. 36.). > . ; 

Mbd siiclit % dIs snlclie FuoktioD von x iind y uod xiiglelicb 
fir ee und y sulclie Wertlie, daaa der Ausdruck "\" 

-V=^' -l-y' + »' — xy — «■» — ys + Äd?— ^' . log nat — \^ 

..i - 
■'I ■ 

Darsna folgt zuDäclist die identische Gleichung 

I) 2» — :r — y = 
und die beiden d ich ti den tischen Gleichungen 

II)2y— a: — a=0 ■' 

und 

IM) 2^-y-»-~^ = 0. 
Ans I. ergibt sich x = '^ ~ ^. Führt man diesen Ansdrnck m'i, 
iiud II. ein, Bo bekommt man y^-r- und a^=:-r. Es iat also 
jetzt nieder 



I 



lilcr diesen Umständen bleibt nur 



i^ -.■ . .. ^T^^^m 

132 

Der Tlieilsuts mk dem VariiilionKkoefllcieDten zeieit an, dasB i 
primäres Kleinstes, und dus A^grcgiit mit den UiOcrenzkoefTicic 
ten zeigt an, dnss aucb ein GekundüreH Kleinstes statt ßndct; 
findet nW ein xusammeng'eaotztes Kleinstes statt. 
(Mao vergleiche die vut'herg'eheDde Aafgabe). 



(Zu Ohm's Lettre des GHI) 



Aufgabe 51. . 

ten und Elpinsten. Seite 107. 
te 202. An merk un^). 



1 



Welcher abgekürzte scnkrecble Ke.gel hat bei jedem beliebigen 
EwUcben dem Halbmesser der oberen und unteren Grnndtliichc aiatt- 
ilndenden Verbältuissc die Eiecnscbaft, dnsa er unter allen, denen, 
die Uenaelbeu (gegebenen oder uiclitgegebenen) Kürnerinbalt ein- 
scblieBsen, tud der kleinsten Oberfläche begrünzt mrdf 

Es sei y der Halbmesser der untern, s der Halbmesser der 
obern Grundfläche und v sei die senftrecbte Entfernung dieser bei- 
sden (ärundlläöben ; so ist bekanntlich des abgekürzten KegclanDleU 



Fläcbeniöhnlt :i^ tc . (y + s) . l/f + (y — xY 
«der fc1fei^(^r eis y sein, d. b, des abgekürzten 



das X mag grösser 
I abgekürzten Kegels Spitze mug' 
abwärts oder aumärts liegen. Hier bat man, eben weil kein Grund 
' 'TOrbnqden ist, warum des Kegelmantels Flacbeninbalt negaliv sein 
Ballte, das Radikal nur nach seüier pasttiven Beüeatung xQ neh- 
men; und diese Bedeutung musg ihm durch die ganze Aufgabe blei- 
ben. Der Kläcbeninhalt «er untern 'Omndflächc lit w . y», und der 
Flacbeninbalt der ubern Grundfläche ist n . s*. Addirt man diese 
,drei|Ausdriicke, so ergibt sieb für die, ganze Oberfläche des abge- 
kursAen senkrechten Kegels folg^der ^iMruck: 

1} £?=>'. [ff? H-s»-Ky -1-3). \/(,i+(y-s)'l. 

Der Köri'erinhalt däaeelben i^t ' 



Weil ferner der Halbmesser der i 
liebiges Vielfaches oder irgend e 
sers der unteren Grundfläche ist, i 



leru Grundfläche irgend ein be- 
beliebiger Tlieil äes llalbmes- 
I hat man noch die Gleichung 



n leichtesten durehgefuhtt 
Bun a und v als sulche 



lll) y=x.» 

Man erkepnt sogleich, dass die Auflösung 
wird, wenn man y eliiiiinirt; man bat 
Funktionen von x zu bestimmen, dasa 

ein primäres Kleinstes wird, wahrend noch der Ausdruck 

V) y .«.»'.(! 4- a'-t^a?'') 

beständig denselben (gegebenen oder nichtgegcbenen) Werlh be- 
hält. Aus IV, folgt nun 



'^)iE: 



h='.(» 
(1-1^) . [»■H-2a' . (j; 



US 

.in 



"p^ 



-1)' 
-ii'l+2»..(i:^').v^ 



■•«'n .-t. -it'.MthV?r"ii 



.■>». 



l;r_l). 

Abb T, aber folgt l 

\'ll} x.di>-i-it'.Jz = Q. ,^ 

BltBiiflirt man nun 3v, so gebt Gleicbnng VI. iiber in -t 

I SV^^Q, Bo folgt aus Gleicbuog VIR. 
+ 2*"!(^'-M).t^ 



.(;r-l)'=0. 



Dus Radikal kann 
weil widrigenfallB 



aber Lier Dur i 
%* at^atij, also 



jine positive Bedeutung hüben, 
s selüKt imoginär wäre, ^ier- 
Uöji^ £um Halbmesser der 
• beten GruDilflüche gegeben. Würde nao dem Diebtinna- 
bcln Elemeote x den Wertb 1 beilegen, so würde aus Gleichung 
III. folgen y = %, A. h. der Dall.messer der obero Gruedfläcbe 
wäre den der untern GrundQäcbs gleich, nnd der abgekürzte 
Kegel ginge in den Cylinder über, und Gleichung X. ginge 
tber iu 

XI) »' = (;". S. 

Wenn man über Gleicbnng X. genauer betrachtet, an erkennt man, 
dass man den wahren Wertb der unbcstiininteD Form % jetzt am 
leichtesten dadurch ermittelt, dass man das Radikal ducIi dem bi- 
DDiniBcbeD Lebrsalze in eine Reibe verwandelt. Nun darf das Ra- 
dikal, wie bereits ans eiuaDdcrgeBetst ist, nur Beine positive ite- 
deutung haben; und dabei gebt Gleichung X. über in . 



~Ax' 



, 1.1.3 



u- 






" 2 . * ' (J' 



\-l)' 



Dividirt man ja Ziiblcr nnd Nenner das ge m ei nach afl liehe Pradnkt 
X* .{x — 1)' weg; BO geht letztere Gleicbnng über in 

,_^n (J^+ir '■» 3^* . |g - 1)' . (.r + 1)* 



■' x''.{x-\y .{x-^\Y 



Diese Gleichung ist mit GleicLung X. ganz gleichbedcateod hei je- 



i 



lU 



\ XII) a' = J.e% 

ao dasa die hier ia Fra;^e stehende unbestimmte Fnrm ^ den Werth 
i bat. Aus Xl[. folgt c = 23, d. Ii.,dic Bohe dieses Cylioders ist 
dem Durchmesser der beiden Grundiläolien s^leich, und man hat dca 
bekannten Satz: „unter allen Cylindcrn von einerlei Kör- 
lierinhalt wird derjenigo von der kleinsten Oberfläcbc 
eingeaclilossen, dessea Höhe dem Durchmesser der 
Grundflächen gleich ist. 

Erstens. Ist der Körperinbalt des gesuchten Kegels ein ge- 
geheuer, dargestellt durcli »*; so geht der Ausdruck V. über ip 
die Gleichung .,'.]'. ii - ■ ,[.;,- ■■<' 

XIII) ^.e/»Ml+*Hi-W==iJ' ' ' ' 

nnil die Gleichungen X. und XIII. reichen bin, zn bestinuBen, lof 
9 und s für Funktionen von a: siud. 

Zweitens. Ist der KöEperinhalt des gesucbten Ke^eU nic^t 
^geben, ao hat man nur die einzige Gleichung X., und jetzt kann 
man für das mittelbarvnriable Element ti jede beliebige Funktion 
von X wÄlileu^ die zugebürige Funktion j^i ergiebt sich ilaun jedes- 
mal aus Gleichung IX. oder X. 

Das Prüfungsmittel, ob ein Grijsstca oder Kleinstes 
stattfinde, ist noch herzustellen. 



»gflig ^ jjuuJj. .|.) bnii 



"lA^ufgaben, welche a 



Zweite Abtheiluug;. 

rücke fübrci 



[•'«W) ^n\--.:i ..,;,,. Aufgabe 56. 

(Zu Obm's ielffe'des Grossten und Kleinsten Seite 208. §. 
Welche unter allen auf dasselbe rechtwinkelige Coordini 
aystem bezogenen ebenen Kurven hat iu jedem ihrer Punkte J 
Eigenschaft, dass sie folgendea vau den Cuordinatea abbäun 
Ausdruck ■ . i- - :, i . . • j ■ 

I) u=A>.^+^^i-_^^(;^i:f>^,^ 

bei irgend einer nach Belieben gewählten Abscisse grösser i 
kleiner mncbt, als ihn bei der ncmlicheu Abscisse allO andern i 
gesuchten Kurve in jedem Punkte uäcbst anliegenden Nachbarll 
veu machen können? 
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Bier ist x jede belielii)]^ Abacissa und y die jedesmaliirc Or- 
ilinste der gcsudilen Kurve. Die Urdinutcn aller Kurveo, weldio 
der ffesuclileu Kurve ia jedem Punkte DächstanUegeii, werdea dar- 
gestellt durch 



II) y+x.<Jy + i^ 



.S-y-\ 



wo * der Null näcbslanliegeail, y die gesuchte Punktian von x, 
und cly, d'y, rf'y, b, s. w. gfauz willkürliclie reelle Funktliinen vori x 
nod. Der erile Dtflerentialnaotient der der gesucliteu Kuoktlou y 
bei jedem WeriLe des x uäcliataulie^eDdeD KuGlibarfUDktiuDen wird 
■Iio durgeslellt durch 



III) 



E-' 



tjt. 



dfv , 



dfy. 



.1 dx 


' 1.2.3 


</jr ^^ '/ 


man 






-£) 


<)j+(M'. 




-1) 


J-y+CM" 




.^.s. 


■S-H^-' 


•-■0-- '■: 



Darcli VnriireD Lekommt man 



TJ J» £?=(/,'. y—/i' 



Erster'Folt. Soll die gesuchte Kurve aus allen möglichen 
einander iu jedem Punkte uächsluDliegendeD IicrnusgewEiblt wer- 
den; BS Bind Jy und -j^ dem Wertbe nach gaax unabhängig von 



p;pgehcti 
cliungeu 



, wenn gleich mit der Form des Si/ auch ilie des ^ mit- 
ist. Es müssen also jetzt die zwei identischen Glei- 



1 



J) w 



in zwei Wege, die gesuchte Funktion y 



■lütt finden. Man hat ui 
ton X uufznGtiden. 

Erstens. Gleichung 1) gebt geradezu über in y.d.v — x.dy=^ 

oier — ^ — ~ — ^— ^0. Daraas folgt durch Integrlren 

3) y= ßx. 

ber auch Gleichung 2) identisch wer- 

man Bx statt y und B stuU ^ iu 



Durch diese Funktion rauss 
den. Zu dieEem Ende fübn 



) viel als miiglicb,, and man 

Daraus folgt B^l, und Gleichung 3) gebt über in 

4) y==^, 

welches die gcsuclife Funktion v von x ist. Dbbei redacirt alcb 
r^i„:-T »■> _..c 



Gleicilu 


ng V) auf 


=^-[*— .gl 


ans 1) und 


'1 


woran man erkennt, daas t"=^.Ä' 
Klainstea ist. 

Zweiteas. Mau kauu aber aucb 


— ein primäres 
2) den Ausdrcck 


gelin.ini.en,.nd 
y vnn ^ gelangen 
bekommen 


30 oliDC Integration 
Zu diesem Ende 


zu der gesuchten Funktion 
wird man aus Gleichung I) 


DteBcn 


Ausdruck 


fübre man in 3) 


eiti, 


und 


es ergibt bIca 



A^ . ^(ff — ^)^0, so dass i 

6) y = ^ ■ 

bat. Diese Funktion soll nun die Gleichungen 1) und 2) zugleich 
ideiitiscL macben, was noch besooilers untersucht werden mUM. 
Man hat also jetzt genau dasselbe Resultat^ wie vorher. 
Zweiter Fall. Soll man aber nur unter denen in j^den 
Punkie einander nächslanliegeoden Kurven, welche alle den in 
der gerade gewählten Abscisse a: gehörigen Punkt mit einander 
gCDicinschaftlich bähen, iliejenige heraussuchen, wobei das fJ gros- 
ser oder kleiner wird, als hei allen andern so geeigenschatteten 
Kurven; so haben alle hier ia Betracht zu zicheuden Kurven hei 
der gerade gewählten Abscisse a: auch einerlei Ordinate, Deshalb 
besteht bei der gerade gewählten Abscisse a; zwischen der Ordi- 
nate der gesuchten und den ürdinnteu aller io Betracht zu ziehen* 
den Kurven folgende Gleichung: 

VI) y:i=y + x.cJ^H-j^.<J'y+i^'75.'J'y+ 

Es muss also hei dem gerade gewaUten Wcrtbo des x einieln 
sein 

djr^O, J'ff = 0, 5'S' = 0, u. fl, w. 
Hier reducirt sich also Gkichung IV. auf 

af=(2./,.....i-/,...._/,....,)g. 

Man bat daher jetzt nur die einzige Gleichung 



137 

lese Gleichung reducirt aicli geradezu auf 

8) iar .dff — a; . dx — y . dx^O, 
i Gleichung wird iotegrabcl, wenn man sie mit dem Faktor 
: multipIicirL Dadarcli bekommt man 
^a^■rfy- 



9)- 



2j:i 



■^.=0. 



IS folgt darcb lotegration - 

mit AcDileruDg^ der Konatanten 

11) j — ^ = KjBT^ 



12)(y-:r)- = E.^. 

I Die wiltkülirliche Konstante £! macbt, daas man die Aufgabe nocb 
U^eiuer Nebeubediagung unterfferfeu luniD. Da sich jetxt Xileichung 



6^U=i. 






Dritter Fall. Soll man nur unter denen in jedem Punkte 
einniider näcbstunliegendeo Kurven, wciclie bei der gerade gcnom- 
uicoen AbsciBBe x Uuler parallele Berührende baben, wäbrend die 
zu dieser Absciase a: gcliiirigen Iterührungspunkte der Iiicr in Be- 
tracbt zu ziehenden Kurven in verschiedenen (jedocb einander 
nächstanliegeoden) Entfernungen von der Abscissenase sich beßn- 
den können, diejenigen heranssuchen , nohei das ^grosser oder 
kleiner wird, als bei allen andern so geeigenschaftetce Kurven; 
60 schliesst die Ahscisscnaxe mit den zu der gerade gewählten 
Absciase ;r gehörigen Berührenden aller In Betracht zu ziehenden 

Kunen jedesmal einen gleicbgrossen Winkel ein. Nun ist -rz die 
goniumetrische Tangente des von der Ahscissenaxe und von der 
(an den zu der gerade gewählten Abscisse a^ gehörigen Punkt der 
gesuchten Kurve gezogenen] Berührenden eingeschroasenen Wtn- 
1(613; und deabnlb besteht hei der gemde gewählten Absciaae x 
zivischen der goninmetriacben Tangente der gesuchten Kurve und 
irwtEcben den gonioraelrischen Tangenten aller in Betracht zu lie- 
benden K«rren folgende Gleichung: '' 

*"> die— d^-*'"' dx'^ LH- dx '^ T:1.^- äx"^ 

Es niDBB also bei dem gerade gewählten Wertbe des sc cinzelti sein 



rfrf»y 



=».S^=o 



Bierbei reducirt sich Gleichung 4) auf 
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■n : 



iu-(ii-:,j-/,-.i.^):'^'" 

Daraus folgt die identiscbe Gleicliung 

13) Ä» .y — Ä» ,^.g = o. ., 

Diese Gleicliung formt sich xunäcliat -um in a: . i/y— y . da^^O, 

oder — '—^ — j^— — z= Oj und daraus folgt dnrcb lutegration 

14) y= G^. 

Die willltürliche Kunstaute G macLt, dosa man die Aufgabe uocb 
einer weitern Bediogung untenrerfeu kann. Da aich hierbei Gletr -j 
cbuog V. auf 

redocirt, ho erkennt inan, dass ein primäres Kleinstes statt fioilet. | 



■ Aufgabe 67. 

(Zu Ohm's Lebre des GrÖssten und Kleinsten. Seite 30S. §. 44—460- 

Mau soll unter allen auf dasselbe rechtwinkelige Coordinatcn- 
System bezogenen ebenen Kurven diejenige heriiussuchen, wciclie 
in jedem ihrer Punkte die Eigenscbuft hat, dass, wenn man au Jeu 
zu irgend einer nach Belieben cetvählten Abscisse x gehörig«" 
Punkt die Berubiende zieht, und dann von zwei andern in <ler 
]Bbene irgendwo festliegenden Punkten Pcr{jendikcl auf diese Be- 
rührende fallt, das Produkt dieser Perpendikel' grosser oder kleiner 
wird, als bei deu zu der nemlicben Abscisse a: gehörigen Punkten 
aller andern der gesuchten Kurve in jedem l'unkte nächstaDlicgcs- 
4en Nacbburkurvcn der Pall sein kann. 

Die Auflösung wird {Taf. III. Fig.2.) vereinfacht, wenn man dii^ 
Abscissenaxe durch die beiden bestimmten Punkte JV und A'lei;!; 
DimI wenn man zugleich ß/t und ÜT senkrecht auf OX erridiirl. 
so bekommt man HM^^HR.äaHRM, und KA'^KT. s\a KTi\. 



i 'SFG = 



vr 



+/*' 



und 



Nun ist tg SFG:=^^p, also 
mw bat somit 
' . I) Bin BRM^va JET.A'=;co« JSFG = ~ ^^— 

Ferner ist schon in der fiSsten Aufgabe darsetbau, dass, weiM> nau 
die festen Absciaaen 0// und OK bezüglich mit <* und u he- 
zeichnet, 

/W=sy+(« — o?).//, und Ä'T=y + (a — a;).;'f 



Vl-l-p' ' - 
lus (* gituibiali> 6-iU tü99kai .hiiri 



FSr das gesuchte Produkt IIIU . KX hat man also, ila die beiden 
Kadiknie entweder durchwe<; ihre [lositivc oder durchweg ihre oe- 
jjialive Bedeutung repräsentiren, 

Ly + (a-a:).pl.|y-FJ(»-Jr>p| .-.'i-'.i 

1-t-P' ,■[-.:' ,- .r", 

Dnrch Vsriiren bekommt man , 



IV) rfF= j^ . 1% + (« ^ e- ftr)^l . <ty 

— S/j-ty+C«- 

8oll die ffesuchte Kurve aus allen müfflicben 
1 jedem Puokte nädistaDliegcaden heraus gewährt wer- 
' den, Bo Bind dy und ^ dem Wertbe nach gani unabhängig von 

einander, wenn gleicb mit der Form des 3y auch die des ^ mit- 
gegeben ist. Es müssen jetzt die zwei ideDtiscben Gleichungen 
statte öden 

2) r(« + «-2^).y + 2(a-:j7)(a-^).p].(l-|-;.') 

-2/' - (ff+(«-^)p] . ts'-t-(«-^)pJ = 
Eiimioirt man p aus den beiden Gleichungen, so beknmmt man 

3)(o-»)".y = 
d. b. y wäre eine identische Funktion von of, und die gefundene 
Kurve wäre die in die AbsciBseauxe fallende Grade. Dabei ist 
aber nur 

a-£/=2 . V + 2- («-l-«-2^) . ^y-§ 






Da aber 

hitändig negativ bleibt, so kann von keinem Grössteo oder Klein- 
■ten die Rede sein. 

Zweiter Fall. Macht man dieselbe Einschränkung wie beim 
iweiten Falle der voriiren Aufsähe, aa reducirt eich Gleichung 
IV. auf 

iU= ^~iy, 1 1(« + « ~ 2a;)y + 2{« - ^) (« - ^) . p] (1 + />') 



\ 



i 



J 



2_.rfy fa^a — 1li;).dx^ 



1 



Also ist 

2Iog nat y:=:C+log niit {.4 — aa + ax-t-ax- 
oiler mit Veränderung der KoDstaDten 

5) y*:=B . (j4 -^ aa-+- ax + ux ^ ar^). 
Diese Gleicbnog; entLält ober zwei willkührliclie Konatnnteii, wäli- 
rend doch die Lier vorgegebene Diflerentialglcichuag 4. nur von 
der ersten Ordnung ist. Aber der Dinstaud, dass Gleicbnu^ 4 
durcb S, idcntiscli werdeo musa, dient dazu, die eine der hon- 
Btanten durch die andere zu bestimmen. 



Aus 5, folgt miD y=y B .{A — aa-^ax-i-aar — ^') Dod 

p^ - y- i^ ~ Vereinfscbt mon noch Gleichtni 

- ■ V J — oa -t- ax -i~ ax — x^ 
4), so bleibt nur 
6) {a + «_2Ä-).y-+-2.(fl — ir).(o — ;r).p-2y» .p 

Vaä rührt man hierin die so eben für y und p gefundenen Ani' 
drücke ein, so bleibt nach ausgeführten Keduktionen onr Qock 
übrig 

A.4 . {l — B) — B . (u — a)' = 0. 
Daraus tolgt 

Gleicbung 5. geht also über in 

7) y" = tf . [j3^ [^^^)* — aa-i-aa: + aie — a:'] 
velche sich aber auf folgende Weise darstellen lässt 

oder 



9)- 



i-(-i->' r=B-'ni-'' 



Die gesuchte Kurve ist also entweder eine Bllipse oder Hyper- 
bel. Sie ist eine Kllipse, wenn ,_ u und ,__/> gleichzeitig pn- 
sitiv sind;'und dazu ist uöthig, dass B<^1 und positiv ist. Die 
gesuchte Kurve aber ist eine Hvperbel, wenn rzZ/i ""^ i— lS 

^ ;ogesetKtc Vorzeichen haben; und diei 
^. oc^utiv ist. ß kann nieuiuls grösser als 






käme mnn {Gleichung S) nuf den Widcrsprncli , dnsi y^ nogatif, 

also y aelbst imn^inar wäre. , . , ,, ,; 

Uä (fy:=0, 3''y::=0, n. s. w.f so lekommt man fdrtlea Vo- 

riatinuskoefCcicuten der zwcileu Orduung; Dach und nüub .:-:,a 

I^V=~^.ß.(a-a:)^..-a:).{l-^-p') ' ' 

_2|y+,„_^).,,] |y^^(„_^J,,,| .(g). 



-^).(l+p') 

-2./. (!+,')]. (■*)• 



oder ■ • 

oder 

Dia Ellipse, bei welcher B positiv ist, liefert also ciu primäres 
GrösateH; und die Hyperbel, bei welcber ä neg;u(iv ist, liefert ein 
nimäres Kleinales. 

. Wie die RoDstaute B bestimmt Trird, Ut nqs frühe ^ 
ren AufeabCD zur tieuü|;e beknntii. 

Dritter Fall. Macht mnn dieselbe Einschr^Dlinog wie beim 

dritten Falle der vorigen Aufgabe, so ist ^ = 0, -j—=^,}i.».-9iA 
udJ Gleichung IV. rcducirt sich auf 

SU= I2y+ („ + «-2-17) . pl . 3p. -j 

Mao bat olso die identische Gleichung > 

10) V+(« + a-2.r).p = ^ 

Daraus ergibt sieb -^ 

U) y=E,{x — ^^). 

Die gesachte Kurve ist also (Taf. III. Fig. 3. und Fig. 4.) die 
Grade BT, welche genau mitten zwischen // und K die Abacis- 
HDaite durcbschueidet, und insofern die Aufgabe liist 
Grade auch ihre eigne Berührende ist. 

Wie man die Konstante E hestim 
tia Aufgaben zur Geuitgc bekannt. 

,«'ri.f = 0,^' = 0,....w.i..,., 
VjHtatlaDskoefficienten der zweiten Ordnung 




Z.dsi ^ 



(a^ g — 2g) . fltr. 



Also ist 

2log ont i/=:C+log niit {J—aa + ox + a» — ^») 
oder mit VerändcruDg der RuDHtknteB 
' 5) y'=fi.(,J — aa + «J7 + oa- — ar*). 

Diese Gleichung entliält aber zwei willkiilirlicbe KoDslanten, i 
rend docli die liier vorgea:ebeue Differeotiali^leichuDg 4. nur 
der ersten Ordnung; ist. '^Alier der (Jmstand, dasa Gleicbnn; 
durcb 5. identiscL werden siusa, dient dozu, die eioe der Ii 
Blantcu durcb die andere zu hestimmen. 

Ana 5. folgt nun y=_V^Ä . {.4 — au-i-aa^^ 

(s, + <,-2^)Me 



Vereinfacbt mnit noch Gldcbnag 



\), SU bleibt 
6) (» + «- 



2a:) .yM-2. {«-*) . (« — a:) . ;»-2y' 



— (« + a — -ie-) . ;?' . p=l). 
Cnd führt man bierin die an eben für y und p gefundenen Auf 
drücke ein, so bleibt nach ausgeführten EteduktioDea nar dmI 
übrig 

/LI . {l ~ B)— B . (a — a)' — 0. 
Daraus folgt 

^ — TZTb-^^^' 

Gleichung 5. gebt also über in 

weiche sich aber auf folgende VVc 



aa-^ax + aa: — a:'| 
darstellen läist 



\Z7B 



i-T-y 



r=^ 



Ellipi 



Die gesuchte Kurve ist also entweder 
bei. Sie ist eine EIII|]se, wenn - - s und ._jj gleichzeitig po- 
sitiv sind; und dazu ist DÖlLig, diiss ß<^l and positiv ist. Die 
gesuchte Kurve aber ist eine Hjiierlie], wenn , - ^; und 



1- 
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:nlgegengesetzte Vorzeichen liaben; und dieses ist der Fall, wenn 
B ue^utiv i£t> Ji kixaa niemals grosser als ~t-l sein; de^n dabei 



fcSne man (Glt^ichang 8) Duf den tViilersprncIi , «las 
»Iw tf splbst imn^inür wäre. ^ 

Du (Jy=:0, ?*y = 0, n. 9. w.f fio fjekamnit nai 
riuiionskoeflicicnlen der zwcileu Ordnung^ nacli und i 



y= negativ, 
flir den Va- 



-n!/-^ 



«-■*■). (1-H?'') 



f«-4r)./.lIff+(«-^).pI!.(g);_ 

■ il 






cf't = 



1-1-;)» "ir 



.e.Ä« 






Pie Ellipse, bei weldier B positiv iet. liefert also ein primäres 
Tiröästes; und die Hyperbel, bei welcber ß negutiv ist, lieferi ein 
iirimäres Kleinsles. 

Wie die KuDHtimte B bcatimmt wird, ist nas'frnlieT 
tCD Aufgaben zur Geaü^e bekoDol, 

Dritter Fall. Macbt mau dieselbe Einschränkung wie beim 

Jrillen Vellc der vorigen Aufgabe, so ist -^^ = 0, -^=fl, u.s.wj 

und GleicbuDg IV. reducirt sich auf '' 

dU=Vl,j+(,, + a-2^) . p] .3ff. .j 

HsB bot «tso die identiscbe Gleicbung ' 

10) 2y+(ßH-« — 2^).p = '; 

Dsrans ergibt sieb i 

n)y=E.(^-^"). ■ 

Die geauebte Kurve ist niso (Tnf. 111. Fig. 3. und Fig. 4.) die 
Gtide JIT, weicbe genau mitten zwiäcbcn // und Ä" die Abscis- 
Mnuxe dtircliscliueidct. und insofern die Aufgabe löst, als jedo 
Grade auch ibre eigne Berühreade ist. 

Wie mnti die Konstante E bestimmt, Ist ans^frlihe- 
ren Aufgaben snr Genüge bekennt, , 

Weil -^^0, -T— -^0, U.B.W, ist; sn bekoomt mau für den 
VtrlulioDskoeffici enteil der zweiten Ordnung 



J 



U4 

woran man erkeoDt, dasB jedeafalls ein jiriiDärea Kleinstea h 
findet. 

SchaBt man auf Tuf. MI. Fi^. 3. ued Taf. III. Fir. i., 
man, dusa dna liltr cefuiideae Prtidokt 11= ßJtf . &A tigeid 
negaliv ist, weil die Fakturen //J/ und AW e ntg egg n gesetzt ■ 
Ein negativer Aasdnick gilt ftb«r in der AnaIjsU für desto klad 
je weiter sein Werlh vnn N'ull absieht. Jede mit JtT parad 
Berührende, %,B. VW, aller andern oäclislHp|ieg;enden NqcLbarl 
■ ven erzeugt ein Produkt ü^-hit= ATF. A IF, welches nal. 
lieh auch jedeBmal negativ ist, aber doch näher bei Null lieirt-j 
das Produkt [J=HM.KA. ' 

Beweis. Weil HI:=IK, so sind die beiden rcchtwinU 
gen Dreiecke NIM a^AKIIV kongruent, alao sind die l.olhe " 
upd AiV einander gpleich, aber eotg-egen^e setzt. Desshnlb 4 
Ü=FIM.KA==Ii3I.{—H3I) = — Wä^. Weil nun VWm 
rnllel ist mit Mßil, ao ist FjW = H-jV. Man setze V.V=^WA= 
so ist V'^^U= H¥ . KW={/IM~ TM) . jKX-j 
= (nM—D).{~{HM-^D)\^—HJir'~\-D^, wie « bew 



Aufgalio 6S. 
^T^'ljHun'S Lehra des Grössten und Kleinsten. Seile SOR. §. 44 — 411.) 

Man zieht in einem beliebi{(en Punkte eioer ebenen Kurve itJe 
Berührende. Aus iwei festen Punklcn einer gegebenen Graden er- 
richtet man Perpcudikel, welche, bis zur Berührenden verlängert 
werden; dadurch entsteht ein Trapez, flierutal' fällt man von den- 
selben swet festen Punkten Perpendikel auf die Berührendet <!'■- 
durch enlsleht wieder ein Trapez. Welche Kurve ist es nun, wenn 
der Unterschied dieser beiden Trapeze ein [iriniäres Grc!sstes oder 
kleinstes ist, un^ alle in UetrachE zu ziehenden Kurven das nem- 
liehe rechtwinkelige Coordinalensystero haben? 

Die gegebene gerade [Jnie ffof. III. tig. 2.) sei OX; /f und 
AT seien die in dieser Groden gelegenen bestimmlGn Punkte. Die 
beiden in Bede stellenden 'Trapeze sind also /fiflrA' und //J/AA'. 
Es schadet der Allgemeinheit der Aufgabe nicht, wena mun die ge- 
gebene Grade (>\ als Ahscissenuxe nimmt; in ihr nehme man dann 
nach Belieben einen Pnnkt als Anlang der Coordinuteu, Rs ist 
des Trapezes y/ÄTA'lnhalt — J^ . //A" . (//ft-t- AT); und cbeusn 
ist des Trapezes IIMAK Inhalt =^. jVjV,(/Atf+A"A). Ist nun 
OH=a und OKt^ü, so ist uach Kinleitung der vorigen Aufr 
gäbe 

HK=a-a, /m = y-+-(a — a-).p, I[T=y+{a- a^) . p 






VT. 



,|SP ÄRrA'=^^.l2y + (« + « — 2^^)./']; und weil die 
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iita\t entveder darcliwep ibre positive oder durchweg ibre negs- 
Alt Bedeatung rcpräBeDtiren, so ist Trapez 

Der Unterschied dieser beiden Trapeie ist also 

(ßarch Variiren bekommt iqqd 

Erster Fall. Soll die gesuchte Karve aus allen möglichei.l 
einander in jedem Punkto uäcbsiuuliegeodeu heransgewäblt wer* 
den; so sind bekuoDtUch ^^ und -f- Acm Werthe noch ganz uoab- 
hüDgig voD einander, und es niüsacn folgende twei identische 
Gleichungen stutllindeo : 

% pVty + ia-V-a — 'iw) {3+p»).^]=0. 
Erstens. Diesen beiden GleichuDgen wird zugleich geongt, 
wenn ^ = 0; und darans folgt 

3) y^A. 

Hau hat also die mit der Abscissenaxe parallele Gerade, und die 
beiden Trapeze HRTK und HMSK fallen iu ein einziges zu. 
sammen. Dabei ist £.'^0 ganz unabhängig vom Werthe 
so duss VOD einer secundäreD Beziehung keine Rede sei 
Da nun beeagle Gerade mit der AbscisseDaxe parallel ist, s 
alle ihre Ordinaten auf einer und derselben Seile der Absei 
Man setze also fest, dass die Ordinaten, welche zu b 
aagter Graden gehören, die positiven seien; dabei i 
ancb A positiv. Ferner ist jetzt nur (J'£fc=2. {«—«). .i.(^)», 
nod es findet, eben weil A als positiv gilt, ein primäres Kleii 
sies stall. 

Zweitens. Den Gleichungen t und 2 wird auch genügt, 
wenn 

4) y = 0, 

d. h. eine identische Funktion von x ist. Dadurch ist die in die 
Absctssennze hineinfallende Gcrude gegeben und es ist wieder 
f/' = 0. Ba Ul aber uucb rf't'=U, und 

woran man erkennt, dass jetzt von keinem Grössteo oder Klein- 
sten die Rede sein kann. 

Zweiter Fall. Soll die gesuchle Kurve nur unter allen de- 
nen in jedem Punkte einander nächstanliegenden herausgesucht 
werden, welche den zu der gerade gewählten Abscisac x gehSri- 
ndl Ul. 10 



liegen 
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w jB«rjftinH>|r^nkt wU emdndsr gettein haben; so rsdncirliii 
1 Gleichung 1. auf i ■,.■/: . , .i , 

: mUHs alao jetzt di« ideatia«he fileü^ila^ -.-.;.]■ >i'l i><: -.n 



stattfindci 



IS. Dieser Gleichung wirlTgrenägl:, weaa p t^9 ; . anmii 



6) !/=A 

ä^\. ^D.hat iriedcr die mit der AhscisacDaxe parsllele Grade, ea 
^j^as wieder t" = p, unil ä' U=i{u^4r) . .-t . i^^y ist, a]«i .■in 
^näoca Kleipstes staltfinJet, und von einer sskandüren Ueziehmig- 
keioe Rede Eeia Jcafin, Also gasz wie im ersten t'nllc. 
' 'IKWeitens; Der Gleichung 5) wird abt-r auch genügt, weoD 

■■ ■ 7)4y+(«+«-2^).(3+>'J.;,~0 

ist. Bringt man die KlamrnQrq w^, bo bekommt man 

I>i^f^tiii^t',ni4fV 4i?Bö ^leiobugg, «i) «r^ibt licb' 

4 . rfy + 3 . («-H« — 2ii-) , (/;>— 6p . rfrf-na;/' '. ,Äi-' ~ "> 

Dä riMi- «Ä/'^^ip .' rf:-*?, 'sä reililcirt üA' diese Glcicbiin^ W' ' 
p" ,',i3(«-+-« — ^-'■).(l+^').'//' — V. ('+;'').<'«:— "i 
I daraiis folgt 

l.^^\'^u:.il-.;l.:^:^J^,.,u P-*^. ^g 



'i "■ li^iKitp 4^ log nst l^«H- « ~ 2.r 



Mit Veränderung der Konalanten kann' man aach setzen 

'ög.pat f;?l/a 4- " — "ir) = log nat Ä, 
I i?b(' iiaWMnl' ^i'-ii ■-' < ^ ' .11 ■; 



F1»J, r-,l,M :-■ - .t:lb£L 1-jl>nBai9 (■! illl'l 



DBil man Iiekommt <lui 



UV 



I nbennoliges Integrire 






_f))y=E- 



3£ 



l/(J 



-•ir)-. 



Dieses Integral bnt aber zwei willküLrliche Konstanten, wribreoU 
doch ^B'v^r^ele^te Differentinisleichunff 7) niler 8) nur eine der 
treten Ordnung Ist. Allein gcraife der llmstnud, daas durcli Glei- 
iAdb^ 9} di« Gleicbnng; 7) uder 81 identiscli werden musB . dient 
i«ta , die eine der Kunstaotcn aurcli die nndcre zu bestimmen, 
f^älirt man nlin die aus 9) fiir y und p sieb erhellenden Ausdrücke 
in 8) ein, so bleibt (nncb imsgeinhrten Reduktionen) onr i/,'+ß'^; 

dvfios folgt B = ~\/'Ie, und Gleicliung 9) gebt über in 
10) y=E+~. V/4&T(fl-h,(»-2^)" 
U) (ff-E)' =5 . £. ia^a~2^)\ 

B Ist die NeiPacli« P&rB«J 



M. 



V^ —^ I4£+ l/4^«+«-2^)'J , - 



VTcF' 



(Wee^) + l/{a + a - licj » 



^lT=-^ 



^li-t-P'i- 



; . IiE+ V^4Z7.(« + a-2^)'] . (g)> 
i^ ab, ol> ein primäres GrüasEea oder Klnii 



•i3<i Bontit hängt c 
i.'i's stallCndet. 

Dritter Fall. Soll man nur unter denen einander in jedem 
Punkte näcbstanli elenden Kurven, welcbe tici der gerade genom- 
menen Abscissc X luuier [lurullele Uerübreude haben, wäbread die 
zu dieser Abscisse ^ t^cböfigen BeruliruDgs|)uokte der hier in lie- 
Uneht zu ziehenden Kurven in versohieilenen (jedoch einander 
DäcbstanJiegcnden) RntfernuDgen von der Absci«sennxe sjcb belin- 
den können, diejenige hcruussucleo, wobei >inti £/ ^össer. oder 
kleiner wird ala bei nlleu andern so ge ei gen seh arteten Kurven, so 

ist jetzt ^ = 0, ^ = 0, «. s. Vf.; und Clcicbung I. reducirt 
sich auf 

iV=~^.p-.if. 
Daraus folgt p^O, und somit ist y=^, ä. h, man hat i 



; pHrnlielo Grade. Aber eben weil 



S»=». 
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» ist aucU S*V^O, S'V^O, n, a. w> und 
einein (iriinären Grössten oder RleiDsten 



Aufgabe 70. 

(Zu Ohm's Lehre Ats Grösaten uod Kleinsten. Seite 216. (. 4S.). 

Mao Boll unter allen auf dasselbe reclitwiDkeli^e CoordinateB- J 
System bezuf^cncn ebeucn KurFeu cliejeuige lieruussucben, wd- | 
che in jedem ibrer Püukle die Bigensebuft bat, dass für det I 
zu irgend einer nach Belieben gewäblten Abscisse ^ gcbürigea I 
Punkt das vun der Normale und deo beiden Coordinaienaxen ein- 

fesdilosseue Dreieck grüsser oder kleiner wird, ab bei allen an- 
ern der gcsucbten Kurve in jedem Punkte nacbslanliegenden Nacb- 
barkurven der Fall Hein kann, während die gesucbte Kurve out 
aus der Zfibl deijenigeo berausgcwälilt werden darf, bei denen ia» 
um das Quadrat dieser Abscisse verminderte Produkt der Abacisse 
und SabtQnp;ente den bestimmt gegebenen (positiven oder nega- 
tiven) Werlb ^J bat. 

K.6 sei (Tuf. 111. Fig. 5.) S ein beliebig gewäblter Punkt, durch 
welchen die Normale gelegt ist; dann COD das auf vorgeschrie- 
bene Weise begränzte Dreieck, wenn O als Anfangspunkt der 
Coordioaten gilt. Nun ist Bie Gleicbung der Normale 

(y"— y)./»-^-.^:"-.J^ = 0, 

WD ^' und y" die veränderlichen Coordinateu der Normale, und 
dT und ff die (übrigens gleichfalls veränderlichen) Conrdioaten des 
Punktes der Kurve sind, durch den man gerade die Normale legt; 
■ferner ist, wie gewöhnlich, p statt ^ gesetzt. Für den Punkt B 
ist y"-=^, und snmit folgt aus obiger Gleichung 01>=a:^'^=py-^x\ 
für'deu Punkt C ist ii?" = 0, und somiE folgt aus obiger Gleichung 

OC— y"= ''^ - ^- - Des Dreiecks OCD Inhalt ist =\.OC.OB 
und sonach bat man 

2p 
Ferner hat man für die hier vorgeschriebene Bcdingungsgleichuug 
11) 1-.:^-^= = ^. 

Erste Aaflösnng. 
mau Gleichung I., so bekommt man 
lll)df7=(„+:.).'Pj, + f^.Ä 



J 






,<W.^ 



■ An 

1 



Ans Gleichung II. aber folgt: 



V')S'=f.J-y,"...w. 

Mit 

in ^ aua 111., so bekommt man 



ioll nun 3V^=Q werden) so oiuss eatweder 3;?^ — ^:=0 oder 
^y + ;r:=0 §eiii, 

EratenB. Aus 3py— ^ = folgt 3y» — :i?' = ff. Dieses 
ist die GleichuDg einer Hyperbel, deren Conrdinaten in 
anfanf^en. Mun bat über vor Allem zu untersuclieD, ul> durch diese 
Gleicbung such Gleicbung II. identisch wJrJ. Man führe ulso 

y \ . {^x* -\- B) statt y, und ^^.-^-^^ statt p in Gleichung U. 
ein, und berücksichlige, daüs die Radikale entweder durchweg ihre 
positive oder durchweg ihre negative Bedeutung haben. Es ergilit 

Bich — ^^-~ . a: — x'^-^A, oder B:=.A, Somit ist die \\^' 

kommen bestimmte und keiner weitern Nebenhedingung mehr un- 
terliegende Gleichung der gesuchten RTperbcl 3y* — ^' = ^. Co> 
ter diesen Umständen gebt Gleichung IV. über in 



.\.x- 



• V- 



8j^ 



Ferner ist V'=-^ ,\/{{x^ -i-A); und man erkennt, dass die für 
V und ä*V hergestellten Ausdrücke zweideutig sind, weil sie das 
Radikal aIh gemeinschnftlichen Faktor enthalten. In sulcben Fäl- 
len pflegt man sich dabin zu entscheiden: V.s findet ein Ktrinatea 
Btott, wenn ^'' und (^' keinerlei Zeichen haben, und es findet ein 
Grossles statt, wenn V und d'^ (J entgegengesetzte Zeichen haben. 
Demnach findet hier ein primürea kleinstes statt; denn U' und 
3*11 haben unter allen (Jmstünden einerlei Zeichen. 

Zweitens, AuBpy-|-.r^O folgt y' +a,' =r», d. h. die 
Gleichung eines Kreises, dessen .tlittelpunkt in liegt, so dass 
die. rSormale durch gebt, und das auf vorgeschriebene Weise 
begränite Dreieck Null wäre. Man untersucbe nun vor Allem, ob 
durch die hiesige Gleichung auch Gleichung II. identisch wird, und 



ffihre zn diesem Ende Vr^ — x'* statt y, und [7^=^ slatt p in 



GleiohnDg: II. ein. Dadarcli bekommt msa - 



negntiv ist, Uul 



*=ji oder — r'^J, s'i dusa der Kreis 
cnn der Werth A der g;eg;^bea^; .l>i#!ci^ 
aem UuisländeD Ut 



IX) 6^Ü= 



=^■^y'' 



Dieser Ausdruck ist we^en des RadiltalB V^r^ — a:' aweideulig; 
und da jetzt t/'=Q ninlitB mit diesem Radikal xu ihun hat, lo 
iDuga muD sicli dabio enfBcheiden, i dnea hier weder ei« GrSmni 
nocli Kbinstes stutlüodc. DicaeB wird "bcr aucb noch durch fol- 
gende Belfocb^uDB bestättigt; Die Aufgabe führt auf einen lic- 
stimmten Kreis a. b. auf einen Kreis mit dem bestimmteD Rulb- 
messcr \^ — <J. Aber nicht allein bei dieeem Kreise, aoDdcrn aucb 
bei allen andern Kreisen wird f/'^O, so duss iqun unter «Itea 
möglichen Kreisen keinen Iieraussucben kann, bei welchem C 
grösser oder Icloiuer sein liopDtc, als bei allen andern. 



Zw 



■ te Aufliis 



Da tlio gesuckte Funktion y von .ir aueh der Gteiclhin)^ II. g» 
nügen muss; su wird die gesucbtc Funktion irgend ein Istegnl 
d» Gleichung (I. sein. lUuu integrire aU» Gleichung II., unil 

forme sie deshalb vorher um in -±- = ',' > Daran« f»lgt durch 
log nat y = Y '■'g "*' J^-i^i - l«g nat (j;' + ^), 



«der 



and 9 



log nat ff = 



; nat [E . (.»' + JJJ, 



log nat y = log Hot Ve^x^ + j4), 






ilso aa beschalTea lein, ditsa iiäa Produkt JB.{, 



Das E musa 
'positiv wird. 

Führt man nun V^ E . {x'-h^Jj statt y, 

p in Gleichung I. etn, so belcoBut man 



[/■ = 



• iß+l)' .\yE.ix^r^A\. , 




nian erkennt nun an der für y ffefundenca Funktion, dass zu stelig 
neben einander liegenden Wertben dex E auch sieiig nej>eii euiaD- 
der Hegende Wcrtbe des y gehüren; ebenso erkcnut mau an dea 

fiir t" hergestellten Ausdrucke, dass lu stelig nebett i .„ , 

gendcn Wcrtheu äes E auch stetig neben einander liegende W«^ 




•^ 
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4e^ V KebSren. üu luin zu nisseA, wenn &'.ein prJmärea Grn 
tnfwmeiÖHtfea ist, difföreöliir« mitt tr Mck iPliiMi ortn I 






Es kann oUo ^^0 werden eal weder wenn 3iJ— 1=» oil«( 
wena J?+1:=Ü. ■ 

E rstens. Wen n 3£r-^l = 0, so ist £=i, «nd man hat 

1 fiilirt man duan Tür £ de» Wetlh ^ ein; sA' i^ 



K' 



= nx.V^. {x* + :rfj. ferner fsf t"— ^ - l^i ■ (^' +-^> 
4s -die t»t i^lß aadt/' ber^HlellteD Amsdritek« dus RadikitV 
gpmeinscIiuttlicIieD Faktor enlliiilten, 80 vrkwmt itniliitBaö'i/, 
V UDter filIeD Umständen einerlei Zeichen Laben, und knnu 
lieb dnbin entscbeiden, dasa ein primäres Kleinstes ststtlinde. 
Alles wie beiiu-efftion V'ilx der voriffen Auflösung. 



Zw 


eilens. 
x' — A 
jeJeOfaH. 


Wenn 
oder y 
negMi* 


E+1 


Ml 


Bit ist 
^t wo 

Wer 


^,=F-.' 


nnd 






hervorc-ebt. 



1^— a^' — ^. Dieser Ausdruck ist lire^eit, des lUdikal* 
iweideutig; und da jetzt U.'^Q nichts mit diesem Radikal zu tbun 
kat, so muBs man sieb dahin entscheiideii , dnss hier weder ein 
GräsBlea nach ein Kleinstes stattllnde. Uiescs kann man auch 
^HtcL die aif^ Schlüsse der vorigen AuAövimf g^Opt'^^^^M'f^ 
iDDg Doch weiter bestütliijeu. . ^.,._,j „„„,,,., ,,,1^ „,, 

. ' . ■ . : .--'-, = -. H, ,t 

Au%abe "1. 
(Zu Ubui's Littin da« Orässtau und Kldiwiun. Seita SIC. 4- 4!^-)- 

,. Man zieht durch einen bcIlehigeD Funkt einer cheDeni^u^yD 
Ü« Berübrende. Hierauf f^K man aus zwei iu der Elicne irgend-, 
wO'festiiegenden I'unkten I'erpcudikel uut diese Berührende. WeU 
cha Kurve i«t es aber, wenn diu Sionine dieser ,buidcu l'oEVi^/itlrkel', 
Mt primäres Griisstes oder tUeinstes i^t, während die ^fesnclite 
Kurve nur aus der Zahl dcrjcur^eu berauHg£wabl,tt wcrd^-dar|, hei 
welrheo allen die Berührenden immer durch den nemlichen gc};e- 
beaen l'nnkt gehen t^ 

D sei (Tuf. IM. Fig. 2.) derjenige feste Punkt, durch welchen 
die BeriihretNleti uher fater zU" botractitcuderi Kvrven i^eKen boII»u;> 
// uaA £'Beiei] drejeni^en Punkte, van welcheir aitS' mmii Fefpel^• 
Akel nuf die BcrUhrenda der ^«sucbten Kurve zieJien soll. Alnti 
)e«e vine Linie fJX darrh die beid«n Pnokte/Zund A', umd nohue 
ür^M) Linie als Abaci^senox« an. Man ziehe dufoh ih>U ^-cgfbeiujni 
Pmkt JJ ein Perpondik«! uiif «X. Diesea Pcriwiullkel Y// dqIiw» 
Baci ate OrdinatenOxt^ so ist der Pnak« 4er Anfang ddr Cuof4iti 
DJitM. biehicr ix'Redr stt^ndeu . Perpendikel lioitJUiV m*.Mäf.- 



i 



1 



Nun ist y" — y=(jr' — ^) • ^ '''^ Gleicljung der berühre 
GrsdcD FT. Für den Puokt D ist a/ = 0, also Ut Ofl = y I 
^=V — P^- Ferner hat man nach dco Torherjiebenden Aurgahei 

W + p> l^l + f 

jetzt die Aufgabe: Ea.solt 

ein primäres GrÖBstea oder KleioBtes verdea, wäbrend nncb 
Beding'uugsgleicbiing 

II) y — pa; = g 

stattfindet, wo g einen bestimmten Itonstanten (positiven oder 
galiven) Werth bat. 

Erste Auflösnng. 
Man vnriirt GleichnDg I., ao bekommt man 

111) <ft/=j7====. 12.(1 +/''). Jy+C^+^-s^-^pff)-^ 

Ans GleicbuBg II. folgt 

Pnbrt man diesen fSr iy gefundenen Ansdmck in Gleicbnitif 
ein; ao bekommt man ' 

Ea ist also 

VI) B-Ha — 2.;.y + 2;)».ar = 0. 

Dm aber diese Gleichung zu integriren, differenlüre man sie zu 
noch einmal, und man bekommt — %p,Hy — 2j/ . /Ip -^ ipx -^ 
-i~2fi' . da: = 0. Weil aber liy :::: p , eLc, so redncirt sich ü 
Gleichung auf i . {2pa: — y) . ifp = 0, und dieser Gleichung' { 
flchieht Geniige, entweder weno i/p-::=(t, oder wenn 2^^ — ya 
Erstens. Wenn tip = 0, so ist 

\ll) y = Jar-i-B, 

d. h. man hat die gerade Linie, welche insoferne die Aufgabe li 
bIh jede Gerade zugleich ihre cigeae Berührende int. Dieae Gi 
chuDg pDthält aber zwei willkührliche Koastanten, während d( 
die vorgegebene Difl'erentiolffleichung VI. nur von der ersten Q 
nung ist. Aber cbeu der (Tnistand, daas VI. durch VII. identl 
werden muss, dicot dazu, um eine der Konstanten durch die .. 
dere zu bestimmen. Man führe also Ax + B statt y^ und 
statt p in Gleichung VI. überall ein, nad reducire so viel als 
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iich, BD hekommt oan a-t-a — iJB=Q, also A^ "^" , und 
deiciiDng VII. geht über in 

Durch dieie GleicLuDg musa aber such Gleicltnng II. ideotiacli wer- 
deas man führe nlso ^^~ .x-\-B statt p, und ^^^ atatt p 
in GleicIiDD); II. ein, und ea ergibt sicL B::=g. Gleichung VIII, 
geht also über in 

n don die Gleichung der gesucbten Graden Tollltomnien bealimmt 
ut, und keiner Se bcnbed ingu ng m ehr unterworfen werden kann. 
Anch ist t"=:l/{« + a)»+4g-», und unter BerücksichtiguDg 
ulu Vorhergehenden ist 

S^Ü^ "-g' Ä». 



Das Radikal l/(o + «)» + Kg* ist bei den für V und (T" f/ 
iergealelllen Ausdrücken gemeiDschnftlichcr Fnktor; und aomit er- 
lennt dibd, dasa V und (f''^uoler allen Umständen entgegenge- 
letzte Vorzeichen haben. Dessbalb entscheidet man sich dabin, dasa 
I ein primäres Gröastcs stattGndet. Weil ferner der Vfertb dea U 
' Ion X ganz unabhängig iat, so kann vun einer sekuDdäreu Be- 
'iehung keine Rede sein. 

Zweitens. Setzt man ^x — V ^ , so bekommt man 
ij"- z^Ca:, d. b. die Gleichung einer Apollonischen Parabel. 
Da ober dieses Integral noch die Gleichung VI. identisch machen 

tnuss, so führe man P^Cr statt «, und -7-7= statt p in Gleichung 

VL ein, reducirc so viel als möglich, und es bleibt «-|-a ^:^0j 

a), und die GleichuDg der gesuchten ApoIIoui- 

X) y>=2(a + o).a;-. 

Da aber Gleichung X. als Integral von Gleichung VI. gelten mtiss, 
während diese Gleichung X. keine willklihrlicbe Konstante mehr 
enthält, auch kein besonderer Fall von Gleichung VIII. iat, so iat 
GleicboDg X. ein singulare» Integral von Gleichung VI. Nun 
8»ll aber durch X, auch noch II. identisch werden; man tübre also 

itolt y, und ^ . IZ -'^ + f' statt p in Gleichung 

ein; und man bekommt ^ . V^%a + a) . ^ = ^. Diese 
ist aber keine identische, und somit kann dieser zweite 

, welcher auf ein singuläres Integral fuhrt, nicht weiter berück- 

*~t werden. 




mt 



Da die gesuctite Funktinn y \oa a: auch der CleicLang 11. ge- 
nügen musB; so nii^. die geimdlitä t'unktioa ir^i'nd ein iDtegnil 
VOD GleictiUDg II. sein. Mud intc^rire ulgo (ilcicliuag II., uod 

forne sie au diecein Bode nm in - ^ — ^= -^. Daraui fiilg* 
y7=^ca:-^g. Man fiJLrc alM «dzr-f-^'statt y,. und r statt ;> ■■ 
fileiclttiiiig' *. üT)erB]l «io, <80 bekamaä UoD' t-"EE "^ "^'!f '*^ i "-" -. 

An der Gleicliuag y^cx-\- g erkennt mao, dasa xu Eteiig neben 
einander liegenden Werttien des c aucb stetig uebeu einneder lie- 
gender Wertlie des y geLören; ebenso erterint man an der Glci- 



dQH ztt Stetig beben «inuader Ue^odec 



:^crt1ieii des c uucti etclig nebep- Mnandci 
slitffen. TJin iran zii wissen , nvuii V'" 



stes ist, diHerentiire 



<larwwfolgt»o4.*(^%<f»=j»,>«l8oe = ^-, i 



Xirj/: 



^fitfcß'.L 



wie adion fi( (TFctehtitig X {feftrBdeB ist. DWerfiBtiirt tftA'mich 
eiu mal, so bektfifimt man inr Alhgenteitiea ' "'•^'i ' ' 



VO" 



c=)' 



Dpdi wei^ man den Tür c'gefundelicn Werlti eintiiFirt, i 

■ : ■ div _ . .lor 



iat- 



dliVan' 



^rkennt n 
b«Lder e 



wi«4>er, dass ein prioilires Grösstes stattfini 



Ks 



1 AuflÜsi 



nur Buf den Fall fübrt, ^ 
Auflösung crlialteneii al 
stimmt. Der Grund davon 
ersten Auflösung erhalte. 
Integea): deP Gle'icltUDg II. 



führi 



ebt, 



drtss diese zweile Sufl8aL_ 
(eli«r mit den in^ itf ersH 
gemeinen IntegKiit Öbertfl 
-' ' * r, dnss das in jä 

Integral gar ke« 
iit di« sW0ite,Ai«r 
rnl der Gleicki 



ngulii 




stjLDdigr *'J*> ^'"^ er»teL' 



liclit »uf besaffi^s 
iTvcite Auflösung i 



.^U;, 



(Zii Ohnt'« Ubre des €j 



Aufgabe, 72,. , , ^ . .; , 

iMUeii und KlflbKlan« SeiMÜiÖl §.j(8i)l^i«l 



Msa soll unter ullen auf dasselbe rcctitninkelij^e CiuafdiflU 
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RTitem htrtQgtnen eht»tn Kncven dnjenig» lieransaucbeni bei 
vel«lier föt' den su iigctil eioer iraeli Belicbcm seträUltCB Alwcissa 
X g'ehörigen Puokt das von der Nurmule und anti lieideo Cuordi' 
Dateusxen eingeschlossene Dreieck grösser oder klainer 'wird.' als 
bei ulleu andern der ge$ucliteD Rurrc in jedem, Pua|(tc näciistan- 
liegeiideD Naclibarkürve'n der Fall HeiB.kaoa, wäbrend die gi^urhtc 
Kurve nur aus der Zaiil derjcni^n hcraUB ^ewältlt nertkn d«rf| 
bei wekhea die üitfereDi:. die &wiacldcn den Uuudrat« der Norantle 
und (lein doppelten Quodrale der AUsciase atottSnilet, deir. b«r- 
BtiIIl■nIell^fre(;elMneD (uoHittv«n oder negativen) Wcfib j4 bat. 

K9 ist (Taf. IIL Fig. 5.), wi« In Aufgabe 70., ti» Dreieck 
f'Oti dn* mi vofgeiicbrieb«ae Wdie begränztc; nad. sein Isbult K^ 

Die Normale ist y -X/^+p" t und die vO|rgeac^mtiei^^e£iigBt|'dg 
gteichung ist ■ ' - 

II) y' ■(!-+-;"') — 2;»'=-^. 
Farilrt n)aa Gleicbanf; I. und iL, und elimiuirt man ^^ so be- 
kommt man 

IM) <rfc-=:;-ip.(;.y-*) (;^+*) .(^«-IK d^ .„ 
"'•'^ .■ ! .[i4- 

Dier i«ird äU^Ü, netiu eine van den folg^eotleu dr<i fiiUldhAUgm. 
HütlliBilct: , ,' 

py—a: = i> oder /^+;r = oder >■ — I'=i: 0, ' 

Erstens, S«xt maa py — ^=9, so ergibt aieli y'—>' 
i. h. die Gleirhung einer gleicbseitiffea Hyperbel. Klan bat onc« 
vor Allem za uotersnchcD, ob duilureb aucb ^leieUubg >t. tdentistife 
ftirJ; uud fitbre X» diesem ICotle a;' -f- ß Watt y', iinA j liL jt 
aialt />" in Olcicbun^ )I. etn. Dadurch bekommt man 

(^»-f-Ä).(l+^jT^;^) — 2;e»=^ oder B=A. 

Somit Ist die TBlIkitminpn he^ttnaMle eiciolnmg der gusnebteD gleicli- 
•eitigen Uyperbet y* — x'^r^A, welclie Iteiner NebeabediogUBg 
' ' '' < ■ IJater diuBen llmstänileu be< 

S^V={^Y .Aao .<\/a!''+A).Sy\ und U=l.a: .V a:^-^A. 

fla die fiir f7' und S^ U hergestellten Ausdrücke das Radikal 
V x"- -\- A als gemciuscbaftttcbcn Faktur enthalten, so muss man, 
'.li'' in den beiden xorigeu Aiirgabcn, beacliteu, ob dieselben mit 
' Licrlei odur mit entgegengestttzten Vorzfcithen yeraelieir smd, Sie 
:r!il mit einerlei Vuoteicbea veraeben,- ireaD js ui^ A,iE gleiclizßU 
• '■^ [loeiliv oder gleicbzcitig' negativ sind; in diesem Fdlle enlscliei- 
det man Bieh: Tür ein KleinGtsB. Widrigeu&illij eutscbeidet u^n sich 
Hir eia Grosstea. 




L 



i 
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Zweitens. Setse mnii />«-!- jr=0, so ergibt sieb «'- 
d. h. die Gleichnng eines KreiBee. Führt mBD aber 
itstt y' uod ,_ 1 statt ;»' in GleicIiUDg II. ein, so ben 

man (r' — ir') . (I + ~ i ~ _ ^-a ) — ^' =:^, woraus r' —ix*- 
folgt. Letztere Gleichung tat aber keine identische und somit 
dieser zweite Fall, welcher den KreU als Resultat liefert, uo 
lässig. 

Drittens. Setzt man ^' — 1^0, so bekommt nvn V^^ 
woraus « = ±« + C folgt. Führt man jetzt (±a;-+-C)' s 
»*, und 1 statt />* in Gleichung 11. ein, so bekommt i 
(±ir-J-C)» . (1 + 1) — 2^;' = ^, woraus ±2Gr-H2C» = 
folgt. , ■ 

Letztere Gleichung ist aber wieder keine identiscbe, und 
darf dieser dritte Fall, welcher die grade Linie als Besultut ^ 
gleichfalls nicht berücksichtigt werden. 



Aufgabe 79. 
(Zu Ofam's Lehre des Grössten und Kleinsten. Seite S30. §. 49 



\ 



Man Lat zwei mit einander parallele Graden, und man su 
eine auf ein rechtwinkliges Coordinatensyslem bezogene eh 
Kurve, welche in dem zu einer nach Belieben genommeDen Absei 
X gehörigen Punkte die Eig-enschaft hat, dass, wenn man den i 
■rm Punkte der Kurve entsprechenden Krümmungsmittelpunkt i 
sucht, und die senkrechten Entfernungen dieses Krümmuogsmiti 

Euuktes bis zu den zwei parallelen Graden nimmt, das Prodi 
eider Entfernungen ein primäres GrÖsstea oder Kleinstes, d 
grösser oder kleiner niru, als bei den zu der nemlichen Absei 
X gehörigen Punkten aller andern auf dasselbe rechtwinkel 
Coordinatensyslem bezogenen und der geauchfen Kurve in jet: 
Punkte näcfastanliegenden Nachbarkurven der Fall sein kann. 

Die beiden gegebenen parallelen Geraden (Taf. 111. Fig. 
seien MX und PQ. Die Durcbrübrung der Aufgabe wird vea 
facht, wenn man auch die Abscisscnaxe mit den zwei gege^ 
Geraden parallel nimmt. 

F «ei der zu der grade genommenen Abscisse OG^ai 
Tige Knjmmungsmillelpunkt. VT und Vit sind nUo die bek 
Rede stehenden senkrechten Entlernungen. Die Gleichung d< 
nie JUA sei 

1) 3^=»». 
und die Gleichung der Linie PQ sei 

ll)y" = «. 
Es ist also W/t = m und fVT^n. Die Ordinate des 1 




unogsmittelpunktes ist WV= g -f- ' "*" ■ ; und desshalb ist 
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Pivifl gewöbnlicli zur AljkiirzUDg p statt ^, ntid ^ statt j^ gt- 
tettt vntdt. Dhb hier in Rede Btehende Produkt ist 

1.1) t7=(,_y_i±2!,.(,_y_l±£l). 
rariirt man, so bekoinint man im Allgemeinea 



■ <£r '• 



Erster Fall. Soll maD die gesiicbte Kurve aus allen m'dgr J 
lieben eioaudcr in jedem Punkte nacliatanliegenden beraUBSuelien;* ' 
so kann nur folgende Gleicliung sUltCDden: 

Diese Gleicbnng formt eicb geradezu um in 
2.dx dp 

2y— •«— « i+p' 



= 0, 



1 diese Gleichung mit;7=n— multiplicirt, so bekommt 



■y — m — n l-{~p' 
Durch Integralion bekommt man 

Ing nat (2y — »» — «)-+- log nat \/\-\-p*=C 
oder mit Aeoderung der Konslantcn 

logr nat I(2y — m — u). V\ +;>'] = log nat A 

oder 

(2y — m _ «) . V\ +p» = A. 
[lurans folgt 



—, oder (Är = 



(2y-w-«)-rf y 






1 nochmals intcgrirt, so ergibt sich 



VI) {^ 



-By. 



4.^» — i.{2y — M — «)' 



ist aber die Gleichung eines Kreises, des 

'tkm&sBer ^.4 ist und dessen Mitleipuii kt genau i 

■wisch en den b «eitlen gegehenen Parallel linien lie 

sofern die Aufgabe, als er in jedem sei 

te auch sngleicb sein eigener Krtimmuugsk reis 




p 



JHSSTP^ 
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Die lieiden irillkürliclite.|ConstaDten ^ und B mBcIien, dass man 
ai^Beii' iCmii noeh zwei NebeubediuguDgeD uDierwerfen ktiim, Der- 
gleicljen sind z. ß.i: 

1) Der Kreis soll durch zwei fesfe Punkte (/, g) und (/(, k) 
geben, t'fir die»- zwei Punkte geht GlBicliung Vü. beziiglicli 
über in ■ 

„, (*-=|^',+or-t-'»)-=(fr. ' 



und 



lickj 

1 



(*-^~)>+(/.+Ä)'=,(f 



und mittelst dieser beideo GleicLuugcn lassen sicli bestimmte Wertlie 
fBh i^mid Ä-ermillHfi. Oder 

"2) Die 'gesLcbte Kurve soH durcli den festen Punkt (/, g) 
sebcn und die zu diesem Punkte gebarige Beriilirende sali mit der 
Abscisseoaxe einen Winket einscbliessen, dessen gunlumetrisclic 
Tangente =K, Aus Gleichung Vit. folgt: 
^^ 







dx~ 


1/4.- 


(»+«)■ 


f,!'!, 


ava^ hat jetzt folgen 


an iw<i Gle 


cb„.g..: 






(5— ^-)' -»-(/+ ^)' = (t)' 






i:= 


' ft-t 




y^- 


cr+m- 


nnd 
Wer 


mittelst d 
he für A 


eser beiden Gleichungen 
und B ermitteln. Ode 


IjiaseD sicIi wied 



r bestiii 



3) Die gsBuchtje- Kurve soll durch den festen Puqkt 1 
geben und die zu der bcstimmlen Abscisse h gehörige Iler"' 
soll mit der Abscisse eiueu Winttel einscbliessen, dessen g 
trisciie Tangente ^K. Hier hat man folgende zwei GleiuhuDgi| 



HB^'r»- 



- fe-n^?^)» + f/+ ÄJ« =^ (y)^ 



k) Die zur festen Ahscis 
sollen beziiglicb, die Länget 
die Gleichungen , 




'r -..-", -,1/(4) v(*+Ä> 

sich wieder hestimmte Werlhe Tür A und B ermitteln 1^ 



t Normale und Suhnnrn] 
ibeu. Hier bekommt ■' 



r^'^^-fM* ■+ .K'l''".^.|/rr ^Tl 



!]/(y)',-(/+,iÖ;J 
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moraue eich wieder iieBtimmte Wcrthe fiir ji uscl ß tirmittela lus- 
MU. (Um : 

5) Bei Jer festen Absnise y coli <ler ftuotient der (jabtnngente 
ia die Suiinormale den bestimm Ich Wcrlli g liabeat bnd bei der 
teatna Abrnsae A soll iersolbe Quotient den fsiUn WeiDt<£ Juken. 
Uer lieJfUiont nsn die beid«a tileichoDgeu -] >ii utiiI.I 

WPriHA.iicii nieder. beUinml;^ f^ejtlie < ^F .-4 i "«d:^ emuttein 

Derg'leiclien NebeebcdinguDB^en kaniiinati iii belie- 
biger Meuge iiufstellen. Was für Nebenbcdin)i;jngcn man 
aber ancb nufelellon mai?, sb folgt doch nuB OlelchuDg^ Vi ganz 
Bptbwlinffl y-V-— T—r :^-rr:i— . Dabei geli( .Clelcbung \\l. übsr 
(n P'==— J . (»( — «)'; d. b. U' ist negativ und nnubbäogfg von^ 
l^m beliebigen WertLe des' ^. Variirt inan* nocli eiomsl, aa be- 
komoit man 

woran 'maii erkenot, dasa in der That ein {»riniäres Kleinstes atait- 
findet-, {^n negativer. Ausdruck gilt at)er fUr desto IdeiDsr., je 
weiter sein Werlb von Null entfernt isl. . 

Zweiter Füll. Soll man aber nur unter denen eiuatldei'' iil 
jedem Punkte Bäcbstanliet^epden Kurven) neicbe alle den zu der 
gerade eenoi^incnen Abädsse 'Jt gebürlgen Punkt mit einnndet ^e- 
nein baten, diejenige jicraussucbcn, wobei das vorgegebene Pro- 
dukt j^rGo^r oderiklciner wird, als bei allen andern so geeigen- 
BcbafCeten Kiirven; so linben alle bier in Betracbt zu ziebendea 
Süven bai .der gerade ^ewiibllcn Absei sb»^ auch einerlei Ordi-* 
natc. Es ist also (fy^O, d-t/^Q, u.. s. w.; und GleicLung, IV. 
rednctrt sieb auf 

gl • ■ - 

Dftrni^ fal^ aber wieder Gleichung T.' ^udVIl.j'u^d «leicbfing 
VlII. reducirt sich uuf 



.» jc=,.j,-«,_„+..ii^tzv, . (^ . = _ ^.^. j3^, 



1 






Aufgabe 8Ö.-+- M - 'f« h 1» . ^(1 H / 
(Zu Obm's Lalir* des GrSssten und Kleinsten. Seite 220. §1 *9— 31). . 

unter allen auf dasselbe reclilwinkelige Coordinalcu- 

Istem bezogenen ebenen Kurven diejenige berau^sucheu , bei weh., 
-r der lU irgend einer nach Ucliebeu gewäblten Abscisse .v ge- 
ige Punkt die Eigenaeliaft bat, daa-i, wetin man den zu diesem 
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1 



Punkte geböri^D Krammnngamiltelpnnkt mit zwei festen Pankl 
(a, l>) UDd (a, ß) verbiodet, die Summe der Quadriite beider 
VerbinduDf^sliDieD gröieer oder kleiner wird, als bei den zu der 
nemlicben Abscisse x gehör)g;en Punkten aller andern auf dasselbe 
rechtwinkelige Co ordinatea System bezo)^enen und der gesuclitea 
Kurve in jedem Punkte näcbstaDÜegendeD Nu cli barkurven der Fall 

Der Krümmun{!;'Bmittelponkt habe die CoordiDalen ; und V), die 
Entfernung des fe sten Punktes («. i) bis zum KrÜinmuugs mittel. 

fpnkte ist also V (f — a)' -t-(^ — ä)=; und die Entfernung des 
e steo Punktes (n, ß) bis cum Krümmnngsmittel punkte iit 
V'(ll — «)' + (t) — ßy. Die Aufgabe führt also luuäcbst auf den 
Ausdruck 

I) (7=r(t-«)' + (l)-«M + [(r-n)'-)-(l|-«')- 

Die Dnrcbrübrung der Aufgabe vird vereinfucht, wenn man die Alh 
Bcissenaxe der gesuchten Kurve durcli die beiden festen Punkte 
la, i) und (», ß) legt. Dabei ist 6 = and ß = und Gleichung 
1. reducirt sieb auf 

II) f = (!:-«)» + (?-«)• -t-2.1,'. 

Nun ist f^iff ^ — — und ^ = yH ^, wo, wie ge- 

vöbnlich zur Abkürzung p anstatt ^, und ; statt ^^ gesetzt iit, 
GIcicbung II. gebt nun über in 
III) t=(«_«-<l±fiJ). + (^-„-»±ÖJ)' 



+2.(y+- 



-)•• 



Dieser Ausdruck soll ein primäres Grösstes oder Kleinstes werden. 
Durch Variiren bekommt man 



IV) iD=j. (1 +p'+y. ,) . ij, 

. [6, .(!+;.■)■_ (1 + V) • 3" 
2J1+V) 



J.Ki«-»-«). 



2y?-2. (!+?■)■) 



4W?I • J 



Erster Fall. Soll die i^esucble Kurve aus n1len müf^tlcheD 
einander in jedem Pnnkle näcljslanliegendeu herauBgewälilt.werdeB, , 
80 nüsseo folgende drei Gleicliun^eu zugleich bestclieo: 
V) l+y' + ji.y = 
VI) 6?. (!+,■)> -(1 + 3,-). (2*-»- »).(. + %.? = 
VIT) (ia— «.-«). /;»-2y?-a.(l+/.')' = 0. 
Diese GleicLuogeQ werden einfaclier, wenn man % 
• setitj denn sie gehen bezüglich über in 
VIII) l+p' + <,.^ = 



IXJ 3p . (I +p*)' - (1 4-3/»') . »y + Äjyjy^O, 

X) *./»y — y. y — (H-;.')' = 0. 

füeicIinDg VIII. ist die einfachste; sie kaon aucb auf folgende 

Weise: I +/» . ^ -H ^ . y ^ 0, oder anf fulgende Weise; 

it +p • tiy + y , r$> ^ gescbriebea werden, und daraus folgt 

tUäUBt 

XT) %+p.y = J. 

Diese GleicIiiiDg ist aber gleiclibedenlend mit x . dx-\-y.tlt/=:A . d%, 
und darsDS folgt weiter 

XII) «»+y» = 2^s + Ä 

Han Bebe quo au, ob durch diese Gl eichung aucb IX. und X. iden- 
tisch werden. Ans XII. folgt y=.V B-^^Ax — »», 

Führt man nun diese Ausdrücke in Gleichung IX. ein, so bekommt 
aOD nach gehörigen lieductionen 

A . (--/' ■+■ B) . nA^ + B-hJs +25' ) 

(/t^2Ax~x')i — "■ 



I dadarch werden die Gleichungen VIII. und IX. zugleich iden 
lisch ; man hat also noch zu untersucheD, ob dadurch auch GIcichuDj 
I X. identisch wird. Aus Xlll. folgt 



«=i-'«=. 






(«- 



lan aber diese für y, p, q zuletzt hergestellten Ansdriicke 
f Gleichung X. ein, so findet man, dasg sie in der That identisch 
Ird. Fuhrt man für x seinen Ausdruck wieder zurück, so gebt 
bichoDg Xllt. über in 

XIV) y' -H (^ - ^^)" = B, 

In4 durch diese Gleichung werden die Gleichungen V., Tl., \1I. 

■ lligleich identisch. Letztere Gleichung stellt über einen jeden be- 

ifiebigCD Kreis vor, dessen Mittelpunkt in der AhaciBsenaxe liegt, 

1 swar da, wo x^z — -„ — ist, Gleichung III. gebt nun über in 



XV) t"=2.{- 



-)•> 



t b. 17' ist konstant, und unabhängig von x und von der wlll- 
Fihrlidien KooRtanten B. Variirt mau noch einmal, so bekommt 



] 
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woran nnn crlfennt, dass ein primäres Kleinstes staltündet. 

Zweiter Fall. Soll miin aber uur unter denca elDonüer in 
jedem Punkte nächstnalie^enilFn Kurven, welirlie alle sonolil den 
zu der gerade genommepen Abscisec w geliörig'cn Punkt, als aucli 
die zu der gerade genitninienen Abaeisse .v geliürige Bcriilirende 
mit einander gcmoiascbiiftlicb baben, diejenig'e bcrousBucben , bei 
WelcLer die vorgegebene Summe grosser oder kleiner wird, uU hei 
allen andern so geeig'enscLafleten Kurven; so müssen bei der p;e- 
rüde gewäblten Abscisse x folgende U.leicbungeu 

% = 0. g = 0, 6-y = «, g^ = «, u. .. w. 

BtattGnden. Dcssbalb redncirt sieb Sleichnng IV. auf 



XVII) äü= 



.[(2^^«_o).p.y_2y. 



Es findet also jetzt nur die Gleichung VII. oder X. statt. Wenn 
man ;>' , yy~/'* . yy zu Gleicbung X. addirt, so gebt sie über in 

(1 +;»=) . i/if+ (1 +;»»)» - C/'y+s) . p?= 0, 

und diese Gleichung wird integrobel, wenn man sie mit ; - \ -n.i 
multiplicirt. Thut man dieses, so bekommt man 

?y+i + p' _ (.pij+=)-p'i n 

Diese Gleichung lässt sieb doo geradezu iutegrircn, und 



XVIII) - 



Aus dieser Gleichung folgt y = — 



rende Faktor 



= — «). rf/> = 0. 



1 dieser Gleichung, ist — 

mnitiplicirt man letztere Gleichung damit, so bekommt man 
^^-*-P* .1 t^ , £l^_ — 



.dx : 



p'-Cl + P')' 



= 0. 



-iüx)5! 



^'^rr^- 



- c. i- 



I 



•urctau^ /»)= £!. 



.IlJ 




statt s in die. Gleicbung XVIII. und XIX. 
für X und y folgende Ausdrücke herBtellen : 



-JS.p— Cp , Drctan^ p). 



Die liier gesuclite Kurve i^t, wie es < 
ckuDgeD gfgelicn, und katiu durcti ilii 
den. Widri^eatulU hütte man aus XX. 
nircD, und so eine einzige Gleicbung zt 
leii. Vuriirt man bei Gleicliun^ XVlI. « 
oiern stehenden Faktor uocli einmal, üo 



srescliieht, durcL zwei Glei- 

Tungcnten koastruirt wer- 

□d XXI. das p zu elimi- 

icLcD a: und y lierzustel- 

I eckif^en Klam- 

bckmomt mun 



\^V: 



7' 



[(2a 



«-«).;'-2y|.M)'. 



Aus GleicbuDg X. folgt ober (2.2: — a — k) . 
und somit ist 



-woran man erkennt, dass eiu primäres 

Dritter Fall. .Soll man aber nur 

jedem Punkte oäcbstanliegenileu Kurven 

rade für a; geuommeoeD Wertbe nicht 



Klei 



statt findet, 
inler denen einander in 
weiche alle bei den ge- 
nr fuF ?/ einerlei (aber 
«inen nicbt gegebenen) Wertb, sondern auch für ^-^ einerlei (aber 
{gleichfalls einen nicbt gegebenen) Werth lleferD, diejenige bcraus- 
BUclien, bei welcher die vorgegebene Suiniac gresser oder kteiner 
-wird, als bei allen andern so geeigcDscharteten Kurven; so mÜB- 
sen bei der gerade gewäbltcn Absciase x folgende Gleicbungeu: 



stattfinden. Dcssbalb reducirt sich Gleichung 

XXII) (f£'=^ . w ■ (1 +;'=r -(1 +3;»"- 



Rs findet also ji 
^Venn man 3y . 
Eiddii-t, so kann i 



IV. auf 

I . (2.r —a — «) . y 

t nur die einzige Gleichung IV. oder IX, statt. 

' ■ f\'V -r -'l — ^y -p' -i — y p ■ 9 i» ix. 

1 ihr folgende Form geben 



t 






' . ? ■ (W' + :ti) = 



.(SPp-t-x).({f"f-S.JB«.^d 




oder 

Diese Gleichung wird inlegrabpl, weno mnn n 
tiplicirt; uod (but man dieses, so bekommt man 



Integrirt 



Wenn mnn Gleichung XXIII. uuf beiden Seiten difTercntiirt, i 
kommt man zunäcbst y , ///> -i-p . rfy-l- (& = -5- . — . 'M 

und wenn man diese ganze Gleicbung m\tp = -^ multiplicii 
bekommt man 

Diese Gleichuniif wird integrabel, wenn man sie mit 1-7= 
tiplicirt; und tbut man dieses, so ergibt sich 



{p + 3p').dp 



Diese Gleichung läast sich geradezu integriren und ea ergibt sirl< 
XXIV) yVT+ir- = C + 1 . f<lddElhj^ 

Führt man ar ^ — slalt x in Gleichung XXIII. eio. so kpn 

man sie auf folgende Weise schreiben : 



XXV)yp-ha!- 



=- = F. 



Ancb die jetzige Knrre ist durch zwei Gleichungen ft^egebenl 
man bat zu verfahren, wie schon im zweiten Falle aogegefr 
wurde. Das Priifuogs mittel wird hergestellt, indem man bei G\»\ 
chung XXU. den in den eckigen Klammern stehenden Faktor %i-X 

riirt, und dabei beachtet, dass <3'y:=0, -^ = 0, u. s. w. 



Aufgabe 82. 
(Zu Ohm'a Lehre des Grössten und Kleinsten. Seite 320. 9, k^ 

Es sind zwei in einer Ebene gelegene sich Bcbneideadel 
auf dasselbe rechtwinkelige Caordinatensysteni bezogene Gnf'* 



165 

gep^elen. Mau Bucht eine uuf dus nemlicfae Coordinoten spätem lie. 
zo^ene Kurve, wekLe in dem zu einer nitch Belieben g^enommeaen 
Aliscisae a: ^elori^ea Punkte die IDigenachat't hat, Aass, wenn man 
ittn diesem Punkte der Kurve eotsiirechenden Krüpiniiin^aniiltel- 
[luokt aufsucht, und vun diesem KrümmuniismittelpüDkte Perpen- 
dikel auf die zwei gegeheoen Geraden zieht, dua Produkt beider 
Perpendikel grüsser oder kleiner wird, als bei den zur nemlichen 
AbsciHse w geliüri^en Punkten aller iinderu auf das nemliche recht- 
winkelige Coordinuten System bezogenen und der gesuchten Kurve 
in jedem Punkte nächstan liegenden Nocbbnrkurven der Foll sein 
kann. 

Die Linien MA und Pfi seien (Taf. III. Fig. 8.) die beiden 
gegebeneB Geraden und V sei der zur Abscisse OG frebörige 
Rriimmungsmittelpunkt der gesucliieu Kurve. ¥R nnd VT sind 
■Iso die zwei in liede stehenden Perpendikel. Die Gleichnag der 
Linie MX sei 

I) A.a^+ß .y'-\-C=(i 
nnd die Gleichung der Linie PU set 

II) 9(..r"+SB.y''+G = a. ' "" 
Die Cuordinalen des Kriimmunganiit[el|iunktC3 V seien ; und i); so 
iit die Entfernung des Punktes V von dt^r Linie JUX bekanntlieh 

nd des Punktes F Entfernung vod der Linie PQ ist ebcnau 

IV) vr=- 

Erst wenn man die geenchle K 
punkt gefunden bat, ist es mäglic 
I iDDg man einem jeden der Bailikale V A^ + fi' und l/^'+Sß» 
m beilegen muss. Das in Rede stehende Produkt ist also 

Xuu ist | = ^_^ai+^!) „„d ^ = y+l±P!; „„d wenn man 
Tür p und 1} diese Ausdrücke in V. einfuhrt, und zur Abkürzubg 

VI) C=il.[.fe+Äj+C+1±2^,(B — J/;)I. 

|Ste+»y+e + i^.(S8-Wl. 

Wenn man jetzt diesen Ausdruck variirt, so ergehen sieb sehr 

weitläuftig-e Diffcrenzialcleichungen der zweiten Ordnung, und es 

Wäre bei deren Integration ein nicht geringer Grad von Aufmcrk- 

»«kcit nötbig. Deashalb ist ea rütblich, sieb vor Allen umzu- 

lueu, nb man nicht einen einfachem Ausdruck statt Gleichung 

gewinnen kaun. Es schadet der Allgemeinheit der Aufgabe 

1^ .^ 



V%* + ^ 



IM I 

niclit, wenn iBctn eine der ^gcbeaen Gradeo iJs Absei tseaaie an- 
Dininl, und den AnfanstapuDkt i«T CoorilinateD in jeoeu Punkt ver- 
legt, wo sich die beiden gegebenen Graden scboeiden. Cnter^^ 
und ^ sind bckuaiillicli «üo Niaua der Winkel zu fcralehen, welche 
von den gegebenen liraden und der Abscisaenaxe eingeschlossen 
ivcrdeu; eben su alud unter ß und ^ die Cosinus der Winkel an 
versteben, welche vua den gegebenen Graden und der AbscisBenase 
eingeschlossen werden. Soll nun die durcb Gleichung I. darge- 
stellte Gerade AtX als Abscissenaxe und AT' als Ordinatenase an- 
genommen werden, so ist ^:i=(> und B:=^l, und tileichung I. 
reducirt sich mnäclist auf y'+C^O. Weil »her jetzt 7/ = 
sein muss bei jedem Wcrthe des a:, so ist auch C = 0; und der 
Ausdruck III. reducirt sich zunächst tiuf dcu bekannten Ausdruck: 

111) K« = y + l±2^. 

Da ferner die durcb Gleichung II. durgestelltc Grude durch den 
Anfangspunkt der Coordinaten gebt, so ist S = uud Gleicbuni; 
II. reducirt sieb «uuächat auf 91 . :»^' + 25 . y"=;U_ oder auf 
V"+^ ■ a^'^^0; fioii •m^na man zur Abkürzung — m statt 
-ä «tat, SO ist y" — «ia^ = 0. Der Ausdruck IV. geht über in 

Erst, wenn man die gesuchte Kurv 
punkt gefunden bat, ist es möglich x 
tung man dem Radikal Vi +«' beilegen 
's Produkt ist also 

I bekommt man 
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Erster Fall. Soll die gesu(;bte Kurve aus allen möglichen 
den» Punkte einander nächstanliegenden herausgewählt werden; 
üssen folgende drei Gleichungen ziigleich bestehen: 



y 

XIII) 2y-«.* + *,s7,+^4l±^?£ÜL±£!)=sO. 

buDg Xl. ist die einfachste;,; sie ^soll auch zuerst integrirt 
sn. Zunächst geht sie über in %^-i=:24r^2/?* — macg'^mp 
''=0^^ Man addire jbi^^y — ^Pgy zu ^eser Gleichung^ so 
"laan sUanf folgende Weise schreiben: 
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Diese GleichuDj^ wirO integrnbel, wenn man sie mit ,^ - ., mul- 
tipticirt; und tliut man dieses, so gelit sie über in 

?y+i-»-p' _ (py-i-^) -m^Q 

2-t-tnp iZ^mp)' 

Diese Glelchuna; lässt sicli geradezu integrireo uud ea ergibt aicli 

Daraus folgt yp — mHp = 2H — ;r; uod lutegrirt man wieder, so 
bekommt men 

^. . y» _ m//jf = 2Är — J . Ä!* -H iO 

y» — 1mUy= \Has —ai^-^-G 

2mHy-\-m^/I* + x' — \Ha;-\-hH^= C + C-t + w") . Ä» 



oder 
oder 
y* — 

oder 



XV) {y—mny -^{x — ^H)' = 0-\-(\ + m')H^. 
Dies ist die Gleicbung eines Kreises, dessen Mittel- 
punkt da Hegt, wo x — 'iU und y = mH ist. Aus XV. 
folgt 



y = mH-\- V G-\'m* .M^ — x^-^ kHx, 
und daraus folgt weiter 



und 






'' — {G-i- m' .IP — x^-i- 4//j:)r 
Diese für y. p, tf hero^estellleD Ausdrücke bat man in die Gleichane 
Xll. und XIII. einzutühreu; und man Gndet, dass diese identtscE 
werden, wenn H-^Q. Gleicbuiig XV, reducirt sieb also auf 

XVI) y'4-^' = C. 
Dieses ist aber die GleichuDg eines jeden beliebigen 
Kreises, dessen I^Iitteliiunkt im Anfaogsjiutikte derCoor- 
dinatcn d. b. im Uurchscbnittspuakte der beiden gege- 
benen Graden Hegt. Vurürt man noch einmal, und beachtet man, 

doBs jetzt sowohl y+^=7^=0 als nucb — «»:r-H^^-^^^±^=:0 
wirdj so bleibt nur 



ä^ü 





Der iDnerbalb der eckigen Klammer RteheDde Faktor kann, 
■nan geradem erkennt, nicht immer einerlet Zeichea beholtea, 
somit fiodet jetzt weder ein Grösates noch Kleinatea statt. 

Zweiter Fall. Maclit man diesellie EiDschränkung^, wie 
zweiten Falle der vorigen Autgabe, so ist 

*^=«, S=o, ä>=0, ^'=0, .. .. .. 

Gldchnng X. zieht sich aUu zurück auf 

- XVII) d(7=-™^. l.[2y-«;rH-„,j, 



Man bat also jetzt nur die einzige Gleichung , ,. 

XVIll)2y-«:r + .yy+ °-"+'";'-"+'"' = 
ider 

2yy+ (w;»y?+ 2 . {1 -Hp*) . {1 + mp) — mx^=:fi. 

Wenn man liier mpyij — «"/Jj/? nddirt, so kann man letzterer 
Gleichung auch folgende Form gehen: 

2y7(»-H "V> + 2 ■(!+/''). a-*-»p)-«?-(W + ^) = 
oder 

2.(yy-hp'H-I).(H-«(p) — »i{?.(s7'-i-^) = 0. 

Diese Gleichung wird inCegrabel, wenn man sie mit ^ - ' i\_^2 . fj,^ 
Buttiplicirt; und thut man dieses, so bekommt man 



XIX) r 



^h y? + P° + 1 tnq.{w-\- x) 

^A (l H- «./,)! 2 . (J + mp)i 

^^HiBae Gleichung kann man geradezu iutegriren und es ergibt sich 

^^Kdeu 
I MoD n 



= 0. 



■ dp 



MoD multiplicire diese Gleicbuog mit p^-j-i so ergibt sich 



Diese GleicbuDir wird intearabel , wenn man sie mit .y--. — : mul- 
liplicirt und dadurch geht sie über in : . ,: /. > i^' itu-:. 



\ 



Dnrcli IntafitrMinn bekommt man 



.dp. 



Die bier geancbte Kurve ist also durch « wci Gl eichi^a 
gen gegeben (XIX. und XX.); das Radikal V\-\-mp bat ^ ttl. 
weder durcbweg seine positive uder durchweg seine negtitive ^B^ 
deutuDg; eben so hat das Kadikal Vi -Hp entweder durcbi^«^ 
Beine negative oder durchweg seine p ositive B edeutung; übrige«« 
ist dus Zeic hen de s Radikals VX-^mp vom Zeichen . 
Hadikala 1/1+;^= ganz unabhänffig. 

Dritter Fall. Maelit man 'hier dicäellie Einschränkung i 
beim dntten Falle der vorigen Aufgabe, bu iit 

,.y=o,^r=«,<r.,=«.£ö=ü, „...„., 

upd Gleichung X. zieht sich zurück auf 

JC^ ,^_ . — \my-\-hifp — 3im^'-t- Zmy . p^ 

(m + V + 5?« .y') (1 +/ '')■ 5 



-i^ui:« 



Man liat also nur die einzige Gleichung 
'iXXl) mff+iiff>—2mx/i~\~Zmy.p^ 

(m + ip.i-5m. p') ■(l-hP') _g 



.XXII) »a/7H 



-imiC .p^-\-Zoiy .p'' . ^-\-m~\--\p 

+ ßff» .p' + V' "t" ^"^ ■f*- 



Ich will, Um nicht zu weitlanflig zu werden, es nntetlaHH 
bier tkn dieser Stelle die Methode tniizutheilea, uucb welcher ' 
letztere Gleichung iutegrirt habe. Das Integral selbst ist 



XXIII) S7*- 



^(2-Vr^ 



'')■?! 



.Ki=iT^ 



l« + (2 



l_V>'4-5.m»).pl'^" 



Tüu der Ilichligkeit dieses Integrals Iinliiv mau sich überzengt 
wenn man Gleichung JlXIII. dilTerentiirt , und dann aus der ai 
ergebenden »iHefentialglcicbung. und aus XXJII. das £, eliminij 
Mau wird getaau Gleichung XXII. wieder bekommen. Setiit i 
nun statt X.Vlll. zur Abkürzung ,,i-i- ibiub^i b*i( Itl-lJ 



nnd diSerenHirt man, ho ergibt sich 

i/.dp-\-p . dy-\-dx^L . tl{ifp). 
Diese GleicLupg wird iategrabcl, wenn mao sie mi 
t:iplicirt; denn es ergibt aich 

HM inlegrirt miin wirklieb, so bekommt man 



^^'■■fm-'- 



Die liier gesuchte Kurve ist uIbi* wieder durcli zwei G leichungen 
IXXIII. und XXV.) gegeben. Dlis Radikal 1/4 — 5.™' bat ent- 
weder durchweg seine jiositive oder durchweg ^ine negative Be- 
deutung; dasselbe gilt von dem Rad ikal Vi -i-p'. Uchrig cns 
s Zeichen des Hadikuh l^l +;»• von dem dea V^i — b , m^ 



glM I 



lubbat 



Aufgabe 83. 
(Zu Ohin's Lehre des Krossren und Kleinsten. Seite 220, $, « — 51.) 

Mau but eine Menge von unter sieb parallelen Graden, ünil 
luaa fucbt eine auf ein rechtwinkeliges Coordinatepaystem beKogene 
diene Kurve. In den zu irgend einer nach Belieben genommenen 
AUscisse a: gehörigen Funkt dieser Kurve legt mau den Krüm- 
mnngakreis, welcher eine jede dieser Parnllcllinien zweimal durch- 
Bcbneidet, su dass jedes der auf diesen I'arallellinien abgeachaittenen 
Sliicke eine Sehne dea Kriimmungskrcises bildet. Die gesuchte 
Karve sull in dem zu der gerade nach Belieben genommeoPn Ab- 
sciase a: gehörigen l'unkte die Eigenschat't haben, doss die Summe 
der Quudrate aller obgennnnten Sehnen grösser oder kleiner wird 
ata bei den zur ncmlielieD Abseisse :r gehörigen Puuklen aller an- 
dern auf dasselbe rechtwinkelige Coordinatensystem bezogenen und 
der gesuehteK Kurve' in jedem Funkte nach stau liegenden Nachbar, 
kurven der Fall sein kann. Welche Kurve wird gesuchte 

Die unter sich parallelen Gevudeu (Taf. III. Pig. 0.) seien JHP, 
A'O, u, s. w. Die Durchtuhrnug der Aufgabe wird vereinfaclit, 
wenn man die Abaciaaenaxe senkrecht auf die besagten Parallellinien 
zieht. Wenn f und tf die L'aordiuatea des KriimmungsniiUelpunk- 
' x' und y* die Cuordinutea dea KrümmuDgskrcisea sind; 



1 ist 



I) i;/-x)r + (^--iy-=(!^ 



die Gleichung des KrümmUDgakreises. Daraus folgt 

A ii)y=:t)±V/ö--(*'-r)', 



uattMuä tUMMli 



1^ - — 



nenn man diese Austlrücke in II. eiafübrt, so bekommt maß 

m) y=y+!^ ±V(M!).-2.(v-:.).£tt_,^_^).. 

Mao erkeDot, dnas ei für ^ zwei veracliiedcne Ausdrücke gibt, 
d. h. zu jeder beliebigen Abecisae x' gibt es zwei verBcbiettene Or- 
diaalen. Setzt mau die Absaisae Om^a^, so gebt dabei Glei- 
cbuDg III. über in 

Dadurch sind die zu OM gehörigen Ordinateu Mm und Mw zu- 
gleich ausgedrückt; und zwar ist 



„,=,+\±f.-\ß^- 



')■• 



-C",-^)' 



Die Sehne «110 ist ntso ^Mw — Mm, d. b. es ixt 



und daraus folgt 



--(»,-*)■ 



Setzt man ferner die Abscisse OJV^a,, su 
gleiche Weise 



bekommt n 



VI). 



4'-2. («.-*■). 



iudlich die letzte Abscisse OH 



Hl)r. = 4.|(i^)--2.(,.- 



-(a — ^yj.\ 



Die Aufgabe führt also auf folgenden .'Ausdruck 

yillj, P= 4I(l±£^). - 3 . („, _ :r) . 2±^ - (o, - ^)-l j 




2.(".— . 



-(».-'')'ll 



+< ■ [(^)- - 2 . to. - «) . '^^ - («. - ^)'l. J 
Diesen Ausdruck kann mau noch umformen in ^ 



171 



£7= 4» . (Idt^y^im: (* - ^ 



dl Farüren b^klunnit laan : . . ^ 



>< 



.• 



«5 


1 1 


1 


%\? % 


1? 


!=; 73 


r "^^ 


i ^ 


•s 


■^ 




f + 


+ ^ 

• •* 


^T** ^ 


mf 


1 + 




a T 




+ 


1 • 








;i 


+ 


+ 




: « 


+ , 




«^ 


• 
• 




a 


• 




+ 


:.' . ■ ., 




taA 




+ 1 


■4 


\ ^ 


• 


-2 j 


a 


"% 


t 


M 


1 • 





/ 



■ §-11 

Erster Fall. Soll die ffesncbte Kurve ans allen mögliclieii 
idem Punkte einander näcnstanliegenden herausgewählt werden, 
lüssen folgende zwei Gleichungen zugleich bestehen: 



^ . (H-;,») + (o;^ fl±fl 



an 



n 



).(l+.^»).(r=0 



XII) 1 +;»» + (a; 



an 



)./>.^ = 0. 



erkennt aber geradezu, dass es keine Funktion von a: gibt, 
be dfese lieiden Gleichiktigenzngleiek identisch mAcht 
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'^^ Zweiter PalL- SoH-omn nur unter denen einunder in 
Punkte nächstanliegenden Kurven, welcbe bei der gerade g 
nie|i«n Abscisse ac lauter parallele Berührende . Hjaben , die 
heraussuchen, wohei die Summe der Quadrate kller/auf vorges 
hene Weise begränzter Sehnen grosser oder kleiner' i^ird, i 
allen lindern 'so geeigensch^fteten Kuryen; so ist bei der \ 

genommenen Abscisse ac jetzt ^ = 0, -^ = 0, u. s. w. 
chrung X. reducirt sich also auf 



- • ?. y 



H 
^ 



+ 



» 



?■ 



II 



'■55 



9 

£ 

OB 

e 






-.IS* 



CD 

5' 

• N 

A 



+ 

"ö 



+ 2. A 



-D 



+ 



a 



+ 

M 



l 






r " • 



,r.' •»• 






r. .- 



_ ... , 



+ 



' t ; 






n 



Diese Gleichung wird einfacher, wenn man a:- 

setzet; denn dabei geht sie über in 1 +/?' + ;« ./9^ = 

'V.' L(r/,iioIl.'._t". -pä'K'. : ^. ■■,• .ii- ifa ., p^'ifp . A 



f 



vif, 

ilnraui folgt , ^^1 .(_ . ,,,,, ^„ 

log nnt a + log nnt l/j +/j'^lojr nat A 
r X . V^l -i-p' = -4. DiirauB folgt weiter 
1 



l/:^' — I', oder rfy=^.K,^(' 
ion man abermals lotegrirt, so ergibt sieb 
XV) s'=Zf + l/'^'— »» + -^. iog nat 



^-Hl/.f»-a^ 



Per bat man Stott x wieder 
'dliren. 

Dritter Fall. Süll maa nur unter denen eiannder in jedem 
[*UDkle nächstaoliFgeDdeD Kurven, welche bei der gerade geaam- 

nenen Absuisae x alte fiir j^ einerlei aber einen nicbt gegebenen 
tVcrIb liefern, diejenige beroUssuclien, wobei die Sumine der Qua- 
jlrate aller auf vorgesebriebene Weise begrSnzter Sehnen grosser 
oder kleiner wird, als bei allen andern su geeigeuscbaftelen Kur- 
ven; so ist bei der gerade genommenen Abscisse x jetzt ^-^^0, 
'- ■ j ^ = 0, u. s. w. Cleicbung X. reducirt sich also auf . 

XVIl,lfa^.py.ll+;.-)+(»- "'-^-+-* g:).(l+3,-).a^. 
Mao bat also jetzt die einzigo Gleichung 

■ -).(l+3.,,').y=0. 



iie Gleicbi 


"ff 

abe' 


-1- v-^ ■ „ 

wird einfacher, wenn 


..Ob 




att 


t; denn d 


geht m über in 






= 0, 






'/= 


". 


t 




' 




^^..(^^.r^ 


= 0. 





ItIB folgt 

log nat s-H^flbg nat;>-l-Iog nat (H-/j*)) = log nat C, -J- j 



[ 



log nat Ä-l-J.ltoB iidt'j,. (l-+-;»') = Iog nat C, 



log DBt K + tog; nat Vp . (1 -j-/i'') = log nat C, 



oder 



Führt man hier für % Beinen Augilruck zurück, bo bekommt n 

XVIIl) {x — "''*'''' '^ 
Aus dieser Gleichung folgt 



-2!)l/y. ('+?■)= f. 



nod wenn nBii jetzt auf beiden Seiten dilferentürt , hd beltomint 



Maltiplicirt man beiderseits mit p 



dy_ , 



'(iH-fl.l/p.d+p'l 
Integrirt man, so ergibt sich 

Die jet^e Kurve ist also durch zwei Gleichungen gegeben (J^ 
und JUX.). 



(Zu Obn 
(D. 



< Antobe 89. 
s Lehre des Grössten und Kleinste] 



Seite 234. $. 37. u. s. n-V 



L 



' erste Fall dieser Aufgabe ist scbon von M. Obm z. B. in dessen 
S;.sieni. Siebenter Band. Zweiter Anhang. Seite SS bebandelC. Der 
zweite, dritte und vier» Fall sind von mir hinzugefügt). 
Man sucht eine auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem be- 
xogene ebene Kurve. Man zieht in ihrem zu einer nach Beliebeo 
geDommenen Abscisse a: gehörigen Punkte eine Berührende, udJ 
errichtet in zwei festen Punkten der Abscissenaxe Perpendikel. In 
diesen beiden Perpendikeln liegen aber die zu besagten zwei festen 
Punkten gehörigen Ordioaten sowubl der Kurve selbst als aucli 
der Berührenden. WenD man nun beidemal die zwischen der Or- 
dinate der Kurve selbst und zwischen der Ordionle der Berübroa- 
den Btattlindeode Differenz nimmt: welche Kurve ist es, die in dem 
zu der gerade genommenen Abscisac x gebörie;cn Punkte die 
Eigenschaft hnt, daas das Produkt beider Dilferenzeu grösser 
oder kleiner wird, ala bei den zu der nemlicben Abscissc x ^ebä- 
rigen Punkten aller andern auf dasselbe rechtwinkelige Coordiait- 
tensjatem bezog«n.'n und der gesuchten Kurve in jedem Pi 
näcbs (anliegenden Nachhrrkurven der Fall sein kaun? 



'ui^^ 



Setzt r 
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Das gesucbte Produkt (Taf. IIJ. Fig;. 6.) ist hier L'=RP. TU; 
y ond X sind die zum Berüliruugsiiuukte S geliciri^en CuordiuQ- 
leu; ya ist die zur Abscisse a geliörige Ordinate der Kurve, und 
tlieDRO ist ya die zur Abscisse u geböri^e Ordinate der Kurve; die 
den Absrissen a und tu entsprechenden Ordinalen der in S berüb- 
renden Geraden sind bezüglicb 



utso 

fly=|j,H-(o-*).g-y.l, 

nan dud zur Abhürzung noch /i anslatt j-, so ist 

t'=[y + ('»— ^)./'— y«l- [y+(ä — ^J.p — !/«!- 

Daraus folgt: 
IJ iJt^^[2y-t-(« + B — &r).;) — ya — y«! .«Ty 

— [y+ (« — ^) .;'— yol. <Jy«— [y+{»— ^) .p— y-1 ■ "^y« 

ttuil 
II) <J't/=[2y + (,H-»-2i).y_5,-y,l.J-y 

+ l(" + o — 2a:).y + S.(. — ar).(i. — «).? 

_[y+(a--.,7).p— yJ.rf«y„_[y+(»_^).p-y„J.J'yo 

+ 2 . Jy- -(-2(oH-»-2») . «y . * 
I -2.Jy.Jy.-2(»-»).*.<Iy.-2.Jy.<)y. 



rfJy 



-2(. 



-)3'* 



£rBter Fall. Soll die gesuchte Kurve SA allen möfrlicbcn 
^j — -- jedem Funkte uächHtiinliegeüden berauag-e wählt wer> 
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^ 



deo, so sind Jy, t^. ^1/«, ^y„ dein Wcrtle nacli ganz unabliän^ 

VoD einander; und es mUss £leieliuDg' I. in folg'endc vier zerfulleo; 

1) Sy + faH-u-aat).;* — y„ — y„ = 

2) (« + « — 2^). 5' + 2.(rt — ^}.(« — ^). ;» — (« — ar).y„ 

3) y+(«-^),p-y„ = 

-*) .y+('« — ^) ./' — y« = o. 

ind 4), 



Addirt mau' 3) 
man 3) mit a — ar, und 4) 
. BO erf^ibt sich GleictiiiDK 2). BlimiDirt 
leUten Gleichungen, so ralgt 



Gleichung 1). MultipUiirt 
d addirt beide Produkte, 
man p aus den beiden 



5 die Auf- 

SBbe lÜEt, nla sie zufileieb ihre eigne Deriiliremle ist. Da nun da- 
nrch den GteicLungen 1), 2), 3), 4) genügt wird, so kuon sie die 
Aufgabe lösen. Uebrigena sind ffa und ;y„ Dach gauz nnbeslimint, 
und somit kann man die gefundene Gerade nucb zwingen, irgend 
Ewei Bedingungen zu genügen, z. B. durch zwei gegebene Punkte 
zu geben. Sind nun (/>, m) und {A; //) diese l'unkle, so geht fihr 
diese l'unkle die Gleichung 5) bezüglich über in 



6) m-= 



Va— i/' 



.Ah 



Wndiittli Bi^b y, und j/„ voIlkoDimen bestimmen lassen. In V->^t 
der Gleicbnngen 3) und 4) erkennt man , dass TQ=9 nni 
RP^^G; es ist afsu. ancb (J^ :=.Ü._ Gleichung 11. redncirf siili 
jetzt auf 



.J»//=2.5y'+2(ff-t-a 



- 2 . (« - ^) . (a - ^) . (^>' - 2<Fy . iy. 
. iya — 2 . iJy . 3ya 
-2. («-*). 'g.*j,„-2.J,..Jj.. 



r Ausdruck kann 

, namentticb weil die beidi 

. ibls findet also jetzt wc 

einstes statt. 

Zweiter Fall. Soll m 

denen in jedem Punkte einai 

bei welchen die Summe der 

Ordioateu denselben (gcgebei 



nicht besläodig einerlei ZeicJien belial- il 
' — Elemente d^a' und Sya* dabei feli- ' 



die gesuchte Kunc nur aus bUcr' 
;r uächstaDliegcnden berauswähl 
I den Abficissen a und a gehärij 
1 oder nicht gegebenen) kunstSBJ 






lOrtli B beliäU; 
b'IcicIiUDg: 



oni! für ajle hier in 
Kurve in jedem Pui 
Oleicbung' 



gesuclitc Kuive folgende 



Betracht zu zicliendea und di 
tie nächttaDÜegeiiden Kurveo bnt 



gesncli ten 



+ (y« + * - "Jy^ + TTa ■ -J'yn-t- ■ . - .) = *■ 

Da aber letztere Gleicliuog für ein im Momente des VprscIiwiudeDB 
beliodlicliea k gelten soll; so inuss einzeln stattfinden (fr/a+^^,,=0, 
rf»y„-|-(J'y„^0, u. s. w. Wenn man nun äy„, S''yä. u. b. w. als 
' "" ' betraclitet, so ist 3i/„^ — 3y„, (J'w„^ — ä'Va, 
.... ,j_ . . 



abhän 



Ivlitninirt mau äy^ uns Gleiclii 
+ ((« 



ä^ 



t bekommt man 
-lr).y + 2(„-.»).(o-:.:).y_(._^). 

— ({« — rt)./» — yo + yal . rfy«. 
Daraus ergeben sieb die drei Gleichungen 

H) 2f + [a-t-a — 2x].p — y„ — 2f„ = 
9) ia-t-u--ia:).y + i{a — x).{u — a.).p-(a-ar).y„ 

10) («_«). p_y„ + y„ = 0. 

Eliminirl man /J aus 8) und 10), so ergibt sieb 



II) y= 



t Glc 



[ gehö 



■gen 



I Lii 



mizt den drei Gleichungen S), % 10), kann also die Aufga1< 
i'iaeu. Da aber y„ und f/,, noch ganz uabestimait sind, so kann 
'".in der Aufgabe selbst, damii: sie eine bestimmte Auflösung habe, 
nuizh zwei Bedingungen zufu(;pn, z. li. dass die gesuchte Linie 
luri'h zvei gegebene Punkte gehe, oder dass sie durch eineo 
i'jnkl gebe unif zugleich die Summe yo + y„==/? einen hesljmiiit 
-ogehenen Werth hübe. u. s. w. Ferner gebt Gleichung II. über in 



i'r=2.Jy=+2.(« + « 







.).(a-.).m* 



k kann aber nicht beständig einerlei Zeichen haben, 
il (F^' und Sya* enIgegengeBclze Vorzeichen haben. 
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Es fiadet also weiter ein primärCE Grösstea noch Kleinstes 
statt. 

Dritter FbII. Soll die gesuclite Kurve our uus denen in 
jedem Puaktc einHiidcr Dächstap liegen den lierausß^ewälilt werden, 
bei welchen allen die'Ordiaalen ya und ytt denselben (gegfebenen 
oder nicht gegebenen) VVertb baben und welche alle den zu der 
gerade genommenen AbsciGse a: gehörigen Berührungspunkt mit 
einander ({enieiuschnftlich haben; so findet einzeln slultify^=0, 
(Jya^O, ?y„ = 0, (J'y = 0, <J'y„ = 0, rf^y„ = 0, u, s. w. 

' Mancher Anßnger inöi^hte behaupten: wenn einzeln stattfindet Sy-=.i\, 
i^y^f), u. .s. w., in welchen Ausdrücken der Werth des j: noch ganz u 






jth bei den bestimmten Werthen x = 
einzeln statllmden ifya = 0, d^K = 0, ä^^a^^O, d^y^^O, u. a 
iturcb die Gleichungen <S^„ = Q, rfyc = 0, 1^^0 = iPy^ = Q u. s. w. ilje 
Zahl der za vergleich enden Kurven nicht mehr enger eingeschränkt witil, 
ah es schon durch die Gleichungen &^=:0, if*y^O, u. s. w. gGSchehrn 
ist. Dieses wäre ganz richtig, wenn die Ausdrücke ify, S^y, ii. s. w. iilpn- 
(Ische Funktionen vvären', allein sie müssen alle hebebiKen nur keine iden- 
tischen Funktionen vorstellen; und wenn gleich der Werth des j: unbe- 
stimmt ist, m ist er dncb liei allen in Tergle lebenden Fnnktiimen der nein' 
liehe unveranderliclic Werth, und für einen solchen nach Belieben angeDOB' | 
menen aber restzuhultenden Werth des x und für keinen andern müsi ~ 
auch die allgemeinen Gleichungen dy^O, ff'ys^ts^ u. s- w.' stattÜnden.^ 

diesen Umsländet 



Unter 



^).y 



educirt sieb nun Gleichung I. auf 
l-2.(»-«) (a-a:).r-(a-: 



■)■! 



-(» 



^) . vA ■ 



Damit ni 
12) (« 



1 av= 



rO werden kann, muHS sein 

!,r),y + 2.(o — ^).(ii — a:). ? — (« — »). jj 
-(a-^).j,,= 
Diese Gleichung wird inlegrabel, wenn man sie mit dem nach^ 
kaonter Methode leicht aufzuSudendea Faktor ; 
multiplicirtj dadurch bekommt man 



2[(o-:c)(«- 



2((« 



a;)-(» 



-x\.Va-\-{a — x). yn\ 



\ 



Daraus folgt durch Integration 
y . {«: 



a;).ya~{a — x).ya _ 



"Via 



(n — fl) . y + (a — j) . yrr — fc — ^) ■ y a _ 

Sind die Werrbe van y^ und ya nicht gegeben, so k. 
Kurve noch drei Bedingungen unterwerfen, weil aus: 
ancli noch C zu beslimnen ist; sind aber die Wertbe vou p^ 
ya. gegeben, so knoD man dieae Kurve nur einer einzigen lli 



diese 
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erfeu. Äoll sie z. B. (lu^c^ den festen Ponkt K w.) 

p_ (■■-«). BIH - (»-(.).>„ — (»-»)■ j. J)^ 

UcicfiDiig 13) geht also jetzt über in 
, (»-a).r + (li-J:)../.-(.-i).f. _l/ (a-.f).(.-a:) 
I (« — •).« + (•_«). ^„_(«_»).j,.' —|'(«-o). («-»)■ 
r dieieu ümstäDtlen reducirt sieb Gleicbung 11. jelzt uuf 

J-(7=2.(«-«).(«.-^).(*)., 

hss ein primäres Grösstes stiittliodet, wcdd ai^a ud<I ;r<;u; 
findet ein Kkiiisles statt , wpnn entweder a:~^ a und , 
der wenn ir<» und x^Ca. Ferner ist jetzt 

o) ■ y + (a — j:) ■ y» - [n ~ jr) . y„ . , 



£'■=_('- 






- q) ■ y + (g — ■!■)■ y" - 



B-a).\-^lo — a;).(B 



(a — o) . y -f- (a - ar) . y„ — (b ■ 
s folge 



y=^ 



Vierter Fall. Sollen nur diejenigcti in jedem Punkte einan- 
der nüclistan liegenden Kurven in Betracht kommen, bei welclieli 
die Ordinaten ya und y„ ihren Werth nicht ändeVfi, und bei welchen 
nllen die zu der gernde gewählten Abscisae Öfir' = A- gehörigen 
BerülireDden mit einander parallel laufen; so rauss einzeln stattfinden 



Gleichung I. reducirt sieb ulso jetzt auf 

I il/^0 werde, so muss sein 

15J2y-l-(« + «-2.r).p-y„-y„ = 0. 

tat iotegrircnde Faktor ist ( »Vj Ua— " ä»' "'"' ^"""'^ ''"' """' 



GleichuDg in folgende umzufurg 




Duruus ergibt sich ilurcb iDtcgration 



trsteus. Sind A'ie Werthe vnn y„ und ya gegeben, il. b. 
soll Jic ^eauctite Grude durcli die zwei l'eslen Puukte {a, ya) und 
(a, y,i) geljen; sn geht Gleichung 16) Lezijgiicli über in 

17) y„=ä2ß.o-h^[y„ + y„-2E. (« + «)] 



18) ya — iE.it 



■ [ya + y« — 2J^-(<»+« 



und uus jeder dieser beiden Gleichungen folgt C — ^-*° 
dass jetzt Gleichung 16) übergebt in 

Zweitens. Läset mun iibpr die gesucbte GernJe durch 
x\te\ festen Punkte (», m) und (A, i) gehen, wobei uUo die Werth 
von ffa und ya nicht gegeben sind; so gebt Gleicbuug Iti) bezug* 
lieb über in 

20) »i = 2ß.» + Jly„4-y«-2e. (» + «)] 



21) A = 2E.A + i.y„^y„~2E.{a + u)l 

n !• 1 . r- . w— * . . -inh—imk , m — h , 
Daruus tulgt £=4. ^--^, und ya-\-ya= — ^ZZl ' — ^^-t"" 



mg 16) gebt über ic 
22) V=~l 






auH welcher GleichuuB; sich geradezu dio Wcrtbe vun 1.. 
ergclieu, wenn mau Xezüglicli a oder u an die Stelle des j^l 

Cebrigaot ist unter allen . Uniständen S* L' ='i , ät/'' ; iid44 
Gndet unter allen UmstiindeD ein primäres Kleinstes atatttj! 



Aufgabe fi 



(Zu Ohlll■^ Lehre des Grö 



e m. §. 57. U. aia 



Man sucht c 
zogene ebene V 
gewählten Abscisse x gehörigen l'unkte eine Berührende, 
zwei zu den festen AbEcissen a und a gehörigen Punkten fl«f>| 
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wLlea Kurve fällt miia l'cr|it>i>d ikel auf diese UerUlireude. 
'elcbe KurTP liaf aber \a dem scu der g%rnde genomraeDen AbHciase 

freLörigen Puuktr die Bigeaschaft, ijass das l'rndukt beider Per- 
indikel grasser oder kleiner wirl, als bei deo zu der iicmlicbcu 
iBciBse X geijörigen PuDklen aller andern uuf dasBclbe recbt- 
ibkelige CoardiDateDayslem bezageueu und der gesucliteu Kurve 

jedem Punkte iiäcbstaiiiipp;endcu KavbbarkiifveD der Fall sein 

DD? 

Die Gleichung irgend i 



l).!l. 



;r geradpu Linie sei 



luDtlicb die senkrechte Entfernnog eiuf 
Linie gegebeu durcb 



II) ' 



i oacb Beliebeu gewnbltc Abacisse (Taf. III. Fi;?. 10.) sei OQ=x 
d die Eugebürige Itcrübreudc sei A'F; üu ist dereD Gleichung;' 
fcanntlicb 



III) p .x' — y'+y — p .x = ^. 

feste Absuisae sei tJP-=a; bu' ist /Nr=i^a; und die 
IS voD « auf UV gefnllleD PerpeDdikels ergibt sich nach 



IV) .^ = " ■-"-!! 



! iweite feste Abscisse gi 
l.äDge des Per|iendikels 



i OH = a, Bo ist Rv = y 
rF ergibt sich auf ähnliche 



1 Ausdrucke IV. 






VI) U-. 



Lede steht 



'- PTTP 

lud V. vorkomtncDde Radikal hat eutneder 
oder jedesmal seine negative Bedeutung, 



! Prudnkt ist 



-El. 



^^■v—y ■• + >/] ■K« 



^^■p- 



tv\ 



werden 



■Das i 
:. jedesi 

^Bnler den verschiedenen Fällen ivelclic liier aufgestellt 
köDoeu, soll folgender besonders bervorgehohen werden: 

Alan soll die gesuchte Kurve nur aus dcueD in jedem Punkte 
einander näcbstanhegenden berauawälilen , bei welchen ulleo die 
Ordinateu ya und ya denselben (gegebenen oder nicht gegebenen) 
Werth haben, nnü welche alle den zu der gerade geuommcneu 
Ahacisse x gehörigen Berührungsuunkt mit eiaander gemeJD haben. 
Hier ist äy=a, <Jya = 0, rfyn = 0, S^y~ü, d\yo — 0, (J"yß = 0, 
'. u. H, w. (die nothige l^rklärung steht gleich im Anfauge des drit- 

< ten FuHcs der SOsteu Aufgabe). Durch Varilren bekammt man 
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— (a--a?).yv — (tt — Är).ya] . (!+;>*) 

— 2^.I(« — ^).;i — ya + jfl.I(a-a?)./» — y^ + yjj . ^. 

Daraus folgt die Gleicbnng 

VIII) [2. (a — or) . (a — ar) ./! + (« + « — 2a?) .y— (« — ^) . y« 

— (a — ^).yal .(l+l»*) 

— 2;». [(« — ^).;>r-y« + yl . ((« — ^) .;? — ya-l-yl=0. 

Um diese Gleichang zu integriren, muttiplicire mau sie vorerst 
mit (TTTjjni? **Dd es ist 



• / 
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I 



? 



'S 



^ 



II 



!y=zp , da: ist, so verschwindet folgender Ausdruck 

— I2y+(« + a — 2^) •p-rVa — ya] .(\+p^).p .da: 

falls ^ und man kann ihn zum Zähler des letzten Bruches 
en, ohne, dass er sich ändert. Es ist also auch vollkommen' 

a 
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I + I TS 
•* TS '"S^ ' — ' 

r T 
■« I 

I &- • 

+ T 



I 



^ 



« 


« 


+ + 


ft 


9 


1 


1 


s^ 


9« 


^ 


^ 


• 




■» 


"«. 




I- 


? 


^ 


1 


1 


■$ 


'S 



+ + 






+ 



-I- 



II 



Diese Gleichung lässt sich geradezu lotegrlren, und man 
kommt 



• «. 



IX) 



a — a;).p—!fa-t-!f].[(«—^)-P — Va-*-l/\ j 

1 -I- P* , * . ■ ■ ^ • 



Xj I(a-r ;r) ./>— y«+yj . l(«— ^) ./>— y«+yl=^ . (1 



A 



V 

> % 



Mi.j»i.i, u«i ._fM 



!>elzt man nuD -J . (I +;v'J statt des glciclibedeutoudeu AuBdrui:ks 
in Gleichang VIII. ein, so bekommt man 

-2J. ;,.(!+;,") = « 



(a — ^) (« — ^) — .:/] . ;< -V- (« + « — 2ä) . y — {» — a;) . ya 

DieEe Gleicliuug nird integrabel durcli dea Muittplicator 
1 fn — .c)-^ jij - UodurcL geLt letztere (>leicbuDg zuDächit 



El 

2[{a— j:l (a — a;) — ^[.rfy — (2j: — g — g).y.rfj- 

_ [ (a — j> ■ y« + (b— g) ■ yn| • iJij; J 

Diese GleicIiuDg lässt Bicli geradezu iotegriren uod es ergibt sieb 



(»-a).irg-ar).y»-(«. 



Dienes soll die lotegralgleicbiiD^ zu Gleichung VIII. sein. Da aber 
Gteicbuii^ VIII. Dur eioe Dlfiereutiolgleicbung der ersten Ordnung 
ist, SD ist in GleJcbuog XI. eine Konstante zu viel eiDgcgnngen. 
Man stelle also aus Gleicbung XI. tur y und für ;' die Ausdrucke 
ber, subslituire sie in Vlli., und bestimme duun .k durch B, oder 
B durch ^; jenacbdem das eine oder das andere am bequemsten 
ist. (In dieser EÜnaicht vergleiche man Aurgabe 67) oder 08) oder 
71) erste AuBösung erster Fall). 

Sind die Werthe von y^ und y« nicht gegeben, so kann man 
die hier gefundene Kurve noch drei Bedingungen unterwerfen, weil 
BOEser y„ und y„ auch noch eine der Konstanten ^ oder ß zu 
bestimmen ist. 

Sind aber die Wertbe von y« und yn gegeben, so kann man 
die hier gefundene Kurve nur einer einzigen Bedingung unter- 
werfen. 

(Hnn vergleiche den dritten Fall der SSsten Aufgabe). 



«d^irditiifi «("iliiuwitiiiililui:. 



(Zu Ul.m'B,l.i'lire des Grö. 






e 23*. §. 57. u. s 



^.). 



Mun siiclil eine auf eiD reell twinkelig'es Coonliiintensystpin be- 
zi>G;ene eleiie Kurre. Miin Ipgt in die zu zwt:i festen Aliäcissen 
((euÜrigcD Punkte <lie Krüinmungakieise, UDd zii'lit durcli deren 
Milielpunkle iwel mit eioaDder parnlleln Graden. Man legt aber 
aucli in den zu irgend einer nacb Belieben geiväiiiteo AbscisBe x 
irehärigen Punkt der gesucbten Kurve ilcu Krünimungakreis, und 
f»IIt v«o dessen MiCleliJuakre Perpendikel nuf die beiden obgeniinn- 
len panillelen Graden. Beide Perpendikel ralleti liber ganz in ein- 
ander, und 1 «Dteraclieideu sich nur durcb ilire Grösse. Wenn nun 
der zU der gerade genommenen Absciasc .T gehörige- Punkt der 
g-esucbten Kurte die Eigenscbafc lint, dnss dus l'rriiinkt der bei- 
i[eo in Rede steliendrn Perjiendikel grösser, oder kleiner ist, als 
bei den zu de»- nemlicben Abscisae .-c gebörigen Punkten «Her nn- 
dern auf dasselbe recbtwiijkelige Coordiniirensystem bezogeuen und 
der gesuchten Kurve in jedem Punkte näcbsliinlirgenden Nucbbar- 
kurven der Fall sein kann: welche Kurve wird gesuclitj 

' Es Bchudet der Allgemeinheit der .Aufgub'e durchaus nicht, , 
weun man (Tof.Ill. Fig. 12.') die Coürdinnten der geüuelifen Knf*» I 
so attDiiiiuiE, dass die Absfiasenaxe imrallrl wird mit den (durcb I 
die zu den festen Absci!>sen geborigen Krunimnngsmiftel|iunkte ge- I 
zogenen)' zwei parallelen Gr.iden. Der zur' ersten festen Abscisse 
gehörige Kriimmungsmittelpunkt sei A, nnd der zur zweiten festen 
Abscisse gebörige Krümmnngsmilteliiunkt sei G. Die in der Auf- 
gabe besagten parallelen Graden sind ah» £r und Bf. Man 
Jcbe nun der Abscia^ennxe die Lage 0\ parallel mit ßC, und 
Rr Ordinatenuxe die Lage OY >^enkrevht auf OX. Der erslvn 
rnlsprecbe der l'unkt /*, und der zweiten fehlten 



Absei: 



ntaprecbe 



: Punkt n. Die nach Wiliklir gern 



Abscisse sei Ö(l und der dazu c^ebörige Krümmungsmittelpunkt.s 
" "' ' I der Aufgabe besngli *> i. r. 



stehende Produkt ist 



also /// und //A,i 

I) i!=nL.in 



II) /'= ( WK~ Allf) . (Afi — Mil). 



Setzt man OQ = x und ÜT=^y, so ist jl/ff=y+^^^; s 
man OP==a, so ist irA'=j/'a-|- ^-^- ; und setzt mnn 0Ä±: 
so ist j'g = y„+ ''^^"' . Gleichung H. gebt also über in 



"•riirt mun nun, so ergibt sieb 



-!±^).,-(^^ 



189 



.« I' 



I >< 



+ + + 






JJ l I 



'S 



^ + + 



+ 



M 









I «i- 'S- 

<? + + 



+ §•■! tu 



w 



r I 



I 






+ 



IM 



t» 



<l« 8- 



I 






V^ W 



+ 






W 












% 



I HUB die gesuchte Kurve ans allen möglieben in jedem Punkte 
mder unmittelbar anlieg^enden heransfi^ewäiilt werden, so müssen 
«nde drei Gleichungen 

V) (y -t- ^2!)„ _ (y H. 1±£!) = 



VI) (y 



l+El^.- 



)a-(y+ 



1+p» 



) = 



VII) 2y+^^^^^-(y-i-^).-Cy+^^)«=o 



• » 



gleicbceitig; neben einander bestehen; dieses ist aber nur möglic 
wenn 



VI II) {y-\ 



^h = ip^ 



stattfindet. Man 


Hetie zur Abkürzung g- anstatt 


(y+i±- 


anstatt (y-i — ^—)a, und jede der drei obigen 


Gleichung 


Über in 


.H-l±^ = .. 




Daraus folgt 


.^V-^A-"^ 




und wenn man auf beiden Seiten mit;* = j- 


naitiplicirt 


kommt man 






duraus folgt 


y-g).yi+p-=/; 




und daraus fulgt 


weiter 




Integrirt man abermals, so ergibt sieb 






^ + *=-l^'i--(y-ff)' 





xj Iv-sTr + i^-^Ay^A^ 



dasa der Kreis die gfsucht 
; Aufgabe löst, als er in jedem a 



F9 

sunscB J 
iedenea 



urve ist, welcher i: 
r Punkte BUcb Bt 
der Koustnnten : 
GleicbuDg" VIII. mitbenutzt werden. ''Allein Gleichung VIII. 
über in g-^g, woraus nichts gefuleert -werden kann; und s 
erkennt man, dass die gesuchte Kurve tinch dre' 
Nebenbedingungen uaterworlen werden kann. 

l)a die hier gesucbte Kurve ein Kreis ist, so fallen alle Krfia- 
mungsmitlelpnnkte der gesuchten Kurve iu einen einzigen Punkt _ 
zusammen. Bs füllen also die drei Punkte A, // und a in eioCD 
einzigen Funkt, und die zwei Linien ßC und EF in eine einzi°;e 
Linie zusammen. Es ist also IJ':^0 unabhängig von den zwei 
festen Werthen a und a, und unabhängig von dem willkürlic' ~^ 
Werlbe des x. 

Das Prufungsmittel ist noch berzusteUen. 



kürlicUH 

J 



■n 



19t - . 

.\ -,.*t»-nÄiiv>ft .;t- 

Nücbdem ich Bclion b» maaclie Aufgabe tlurcbgefUlirt 
babe, lege ich noch fnlgeude de» LeaerD des Archivs 



Aufgabe 92. 

Man sucht eine auf ein recbtwiukelig'CB Coordin&tensyBtem be- 
zogene ebene Kune. Sie wird in den eu den festen Abscissen a 
und u gehörigen Punklen, su wie nucb in dem zu einer nacb Be- 
lieben genommenen Abscisse a: gehörigen Punkte berijbrt. Dieae 
drei berührendeu Grnden schliesscti ein Dreieck ein. Wenn nun 
der zu der gerntle genoininenen Abscisae ^gehörige Punkt der ge- 
lochten Kurve die EigeoscbafC bnt, duss besagtes Dreieck einen 
Erössern oder kleinern Klaclieninhult hat als bei den zu der nem- 
ßeb«n Abscisse x gehörigea Punkten aller andern auf dasselbe 
recktwinkelige Coordinatmsysteni bezogen pn and der geaucbten 
Kurve iu jedem Punkte näcbstauliegenden Nachharkurven der Fall 
sein kann: welche Kurve wird gesucht? 

Die gesuchte Kuve (Taf. 111. Fig. 11.) svi ßt1\V; die festen 
Abscissen a und a seien OP und OQ, und die nucb Belieben ge- 
wählte Abscisse a- sei O/t. Die drei in Rede stehenden Berüh- 
renden sind also JUT, AT nnd KH, Das auf vorgeschriebene 
Weisfl bcgränite Dreieck ist U/IT. Dessen Inhalt ist ii 

t^=TrBpez CÄT/, + Trapez T£.P//—Traptz OKHF ;■• 
oder ^^ 

— i . {GK-^-flF) . iOF— OG) 

I) Üi=yi.[GK.{OL~OF)-\-TL.{0F—OG) ■■- 
+ I/F.{OG~ 0L)\. I" 

I Ist niiii 0/1 = X nnd RV^y. so ist die Gleichung der in F bw 
ifbreDden Geraden bekanntlich <<'> 




Keriila 



ferner OQ = u und QN=ya, so ist die Gleichung der in X 
~^reDdeD Graden 



.f),r'=(*),..-+y„-(i,. 
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Da, vo die BeriilireodeD KH und MT einaniler scbneiden, | 
a!'^=a:" und y^y"; und aus Gleiclinng II. und III. io\%t 



{X~a).-p .pa-t-ffa.p — y .pa 



VI) eK=y' = ff' 



Da wo die Berührenden JVT nud AJf ei 

^r'TT^O''" und y' = y"', und uus den Gleicliui 



Inder scbneiden, 
ED II. und IV. folgt 



Vll) 0r=^ = a:'" = - 



\H1) F£/=y' = },"' 



'O-P-Pa + 'Ja-P — !»^« 



Da, wo die Berührenden il/T und AT einander scbneiden ist 
ar"=x"' und y'^y; nnd aus den Gleichungen III. uod IV. folgt 



IX) OL=.x"-=x"'-- 
X)i7'=y" = y"' = ^ 






Diese für OG, OF, OL, OK, I.T nnd FH g-efundenen Ausdrtt 
biit man jetzt in Gleicbung 1. einzufiibreu und ünno weiter xa v 
fahren, wie bekannt. 



Aufgabe 93. 

Man sucht eine auf ein rechtwinkeliges Cnordinatensysten 
zogeoe ebene Kurve. Sie wird in ilen zu den festen Abacisse 
und a §;ebürigen Punkten berührt. Von dem zu einer n 
kür genumnieDen Abacisse x^ gehörigen funkte besagter Kurre E 
man Perpendikel auf die beiden Berührenden. Die beiden Perp 
dikel und die beiden Berührenden Bchliessen ein Viereck ein, durcb 
dessen vier Punkte, weil die zwei entgegengesetzten Winkel jedes- 
mal zusammen zwei Rcchto betrogen, man einen Kreis leg'en kann. 
Wenn nun der zu der gerade nncb Willkür genommenen Abso' 
X geborige Punkt die Eigenschaft hnt, duss besagtes Viereck et 
grossem oder kleinem Plächeninhnlt liatj als hei ilcn zur nenlid 
Abscisae x gehörigen Punkten slkr anilerü auf dasselbe recl 
winkelige Coordinatensystem bezogenen und der gesuchten K|H 
in jedem Punkte uäcbBtanlicgenden Nachbarkurven der Fall t 
kann; welclie Kurve wird gesucht? 

Die gesucble Kurve (Taf. III. Fig. 13) sei MVS, die i 
Abscissen a und a aeien OP uod OQ, und die nach Willkür 
wählte Abscisse x sei OR. Die zwei in Rede ctehenden 
veiiden sind MT und A'T; der zur Abscisse x gehörige Punkt dtr 
Kurve ist V\ die zwei in Rede stehenden Perpendikel sind all 
Fff und VS\ das auf 'vnrgescfaricbcne Weise erzeugte Viereck tl 
also VWTS. Dessen Inhalt ist 




l f =rT™pM ffAXT-t-Tropez /.7W//-Trn|.eji ftVAR 
— Trapez VS//R 



f . ( IVK+ TL) . ( OL— OK] + {.{ TL+SH) . ( OII- OL) 
- \(WK-\-VR) . {OR—OK) — \[VR+S/i).[OIf—OR) 



I) V=\\(WK—SH).{OL—OR)~i-{VR—TL) {OK—OH)\. 



\. 






>t Od 

f 



B' die Gleidiuos der durch V geheudcn und auf AT seokrecliteo < 
radeti VS ist fol^eoile: 

ts wo die Linien MT und FW' einander ichneiden ist x'^ 
nd y'i^y"; und aus den Gleichungen II. und 111. folgt 
+ j + (y — yaj.y a 



VI) ÖÄ'=a^'=:a:'': 



_ (jr — o}.paH-y^-4-y-PB' 



Da wo dio Linien JVT und IS einander schneiden ist .v"' = a 
UDd^' = y"; und itus den Gleichun^^eo IV. nud V. tulgt 



VUI) OH=.l:-Tzzx'- = ~ 
IX) HS — y'" =,/•■— ^^-^ 



\7(9—ya)-Va 



E 

pi Wo die Berührenden MT und Aneinander schneiden ist 
Wr^af" und ^=y"; nnd nus der Gleichung \\. und IV. folgt 



X) 0L = ^ = 



«)-PK + y» + y-p g' 



-g.Pn — ya + yn; 



TlK^il III. 



V<' — Va 



13 
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<« 



+ 









8 
I 



? 



+ 



•I- 



II 



Diese Gleichung lässt sich geradezu lotegriren, und man 
kommt 



IX) 



[(g — j:)./?--y«-f.yl .[(« — ^).)g--ya-f-yl __^^ ' 



oder 



X) [(« — a;) , />— ya+yj . l(«— ^) . />— yaH-y]=^ . (1-l-i 



SeUt man dud .^.(1+;»*) stall des ^leicljbedeutcudea Ausdracks 
in Gleichung Vlll. eta, so bekomail man 

|i(o-*) (o-^).p + (« + o-2»).y-(«-a!).s,. 

-(»-:r).j,.). (!+,•) 
-iJ.I,.il+lß-) = l) 



2[(«-x)(«-^)-.fl.,, + («H-a-2»).y-(o-*).,. 

-(k — ;r).y. = 0. 

Diese Gleicliuog wird iategrabei durcb deo Mulliplicator 

ii(a — j^W« — gl ^U ' ß"''''"''' B"*"* letalere Gleichnng zuaächat 






U»-j:).y»-l- (.-«). y.l-fa - 
2[(.-a:l. (« — «)- 41 — "' 

Diese GleicbuDg läsal sieb geradezu integrirea uad es ergibt aicb. 
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-x)(. 
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•».I 
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.- 


«)■) 


V-^jo^ 


«l(« 


-g) 


— .j 




)) |4^ + (<.- 


-»)■!. J 


+ 


o — 


«|.|(» 


-^) 


y«- 


-(«- 


-^)r.I 


















2A 


(ft+ft) 



= [4^-t-(«-«)'l.ß.^^ 



^)(«- 



ar)- 



tlieüCB soll die fnte^algleicliung zu Gleichung Vlll. Bein. Da aber 
GleichuDg Vin. nur eine DiÜereDtmlgleicIjuns; der ersten Ordnung 
i«t, BD ist in GleichuDi^ XI. eine KoDBtante zu viel eiuge^nDKen. 
hkn stelle also uns Gteicliung XI. für y und für p die Ausdrücke 
her, Bubstituire sie in Vlll., und bestimme dann Jf durch B, oder 
ä durch .^; jeDOcbdem das eine oder das andere am bequemsten 
ist. (in dieser Hinsicbt vergleiche man Aufi^abe 67) oder 6S) oder 
71) erste Auflösung erster Fall). 

Sind die Wertbe von ya »nd y,i iiicbt gegeben, so kann man 
ilie liier gefundene Kurve noch drei Bedingungen unterwerfen, weil 
aosser i/a und y„ auch noch eine der Konstanten yt oder Jt zu 
bestimmen ist. 

Sind aber die Werthe von y^ und j/„ gegeben, so kann man 
die hier gefundene Kurve nur einer einzigen Bedingung unter- 
werfen. 

(Man vergleiche den dritten Fall der Sdsten Aufgabe). 



XX. 

Neue Auflösung der die Bestimmung der 
zahl aller ganzen Zahlen, welche kleiner i 
eine gegebene Zahl und zu derselben rela^ 
Primzahlen sind, betreffenden Aufgabe. 



il e in Herausgeber. 



An ele 



I. 

Die erste ADdÜsiing der oben genannlcn, für die Znhlenlll 
in mebrfiichFr Itezieliung wichtip-en Aurgnbc ist von Euler ti 
Nov. Cunin. AcDd. Petru|i. T. VIII. {».74. «egebeo. und ii 
Nov. Act. Petrop. T. VIII. p. 17. wiederholt worden, wu 
man aucb Essai sur In tbeorie des nonbres, pur Legei 
Seconde Edition. Paris. 1808. p. 6. nacbseber- >-■-' "«" 
schöne uod böcbst eiofnRbe AuOösnng bnt Gb 
arithm. Lipaiae. 1801. p. 30. {{Pgebea, mit wcicber die 
Cauchy in den Exercices d'Analyse et dePbysique 
DiBti<|ue. Tome deuxieme. Paria. 1S41. p. 0. gegefaei 
sung im Wesentlicbeu übereinstimmt. Eine — * ' 
investigation uf tbe tbeory ot' numb 
eution to tbe t nde terminate nnd di( 
tbe Dnalftical auil geometricul div 
and several other curious algcbraical and arithmetd 
Problems, by P. Burlow. Loadaa. 1S11. 8. eotlebute 
sDDg, die mit Euters Aullösung Aebnliclikeit bat, {indet n 
dem Lebrbuche der Itlathematik für Gymnasien und 
BchDieu von J. H. T. Müller. Erster Thcil. Halle. 
S. 346. Eine von A. v. Ettiegebauseo in der ZeitscbrtI 
Ptiysik und Alatbematik. Herausgegeben von A. B. 
gartner und A. v. E ttingsbausen, gegebene AuQusuDg, v 
nocb Miiller'a ürtbeÜ a. a. 0. jedoch nicht scbarf genug zi 
acbeinl, ist mir bis jetzt unbekonnl geblieben. 

Die Aullösung von Euler läaat aicb, wie es mir scheint, 
mit WcitläuligkeiC zu viSlIiger Allgemeinbeil erbeben, 
gleiches Urtbcil darf ziemlich mit demselben Recbte über die I 
narlow gegebene AuSnanng gefällt werden. Die schöne An 
sung von Gauaa, mit welcher, wie schon erwähnt worden] 
i^auchy's AuQösang im Wesentlichen gana übereioslimmt, 
Tbeorie der Auflösung der unbestimmten Gleichungen des eni 
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T^ll 



Urades zwisclieii ztrt 
nlleZablen zu linilcD, 

E ebene Resle übrig ]i> 
!D mich bewogen, e 
Fnlßepdeu miltheite, 



' die Aufgabe: 

!se tirundc ha- 
weli:be icli im 
ÜDdea berubct, 



uubekanDfeii (irüsseii , otl' 
velclie durcli gegebene Zaii 
en, als bekuunl voraus. U 
• neue Auünsung zu sucLer 
;il sie auf sfbr einfacbcn C 
upd mir, weoii aie sieb uticb nicbt ah ganz kurz rrweispu Eollle, 
dacb eioen Blick in die ejgontliclie Niitur diese« Gcgenshindcs zu 
verBlalten scbeint, wozu niicb kommt, dasa mir, des näcbstfolgen- 
ilcn Aulsaltes wfgcn, selir viel dnran liegen niusste, im Besitz 
rioer von der AuBasung der unbeatimnilen Gleicliuiig-en ilirs ersleu 
Gruiles zwiscbcn zwei uubekaunteu GrÜssen ganz uuabbängigeD 
AuBöeuDg der in liede sfebendeu Aufgabe zu sein. 

ßnss alle im Fulg-endpu gebruucliten Symbole pnsitive gaaie 
Znhien bezeicbncn, bruui^bt wubl kuutn Durb besiindera bemerkt 
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Jaan wäre w*^«p/, und folglich 

fi = pq — nk = pq — np^' = p{q — «y'J, 
dasa also aucb fi den l'^actor p bülte, uud fulglicb mit k nicbt 



«htive Primzabl wäre, , 
H^/t und A: relative Fr: 



mIiI« 






Aho 



iollle. 



l.c/ir»atx. Wenn Hk-\~fi und k relative Primzablen 
nd. SU sind immer aucli ^ und k relative Primzahlen. 

Beweis. Wäreil /* und k nicht relative Primzuhleii, und hätten 
SD eioeu von der Einheit verscliieilcnea cemeinBchafllichcu Factor 



laoD wäre nk = «pq', und fulglicb 

nk + it^ iipf/' H- pq = p{nq' + p), 
n ilass also auch nk -+-[/' den Kocior p halte, und folglick mit k 
licht relative Primzahl wäre, wie doch augennmmen wurde. Also 

r"'*~'~ "■■■■"""■"■■ 



Zvtaf». 



WcDu fc und k keiee re 
d a u c ti a/ -H |U und k k e 



I Primzahic 




elatii 



riitlelbnrt! Fulj^c »us il 



ilic sämmtliclien Glieder der Reibe 

1, 2, 3, 4, 5, .... Ä 
Bind, TTcIctic mit A- relative Priminlilen sind, wii als» y{A-) die Air 
zulil aller der ZhIiIcu bezeiclinet, welche mit A- relative PrimzaUi'g 
und kleluer oU X- Bind. BildcD wir uns daon die Reihe 

mA + I, «Ä + 2, wA-f-3 n/-V-(X-— 1), «A-t-A;. 

d. i. die Beibc 

wA+1, »wtM-2 «AH-3, ...(« + !)*— I, (»-»-1)*; 
so sind nach dea vorber bewiesenen Sätzen die sämiutlicbeD Glicil» 

«ÄH-a,, wX' •+-«,, »A-f-«,, .... «X'-|- aiffty 
dieser Reihe, aber ancli nur dirse Cliedor der in Rede slefitniH 
Reihe, mit fi relative l'rimzubleii, nud in den beiden Reihen 

1. 2, 3, 4, 5, ... A 
iitid 

«A + 1, «Ä-f-2. M*-|-3, M- + 4, . . .{«H-1)/- 

kommt iils» immer eine gleiche Anzahl von Glredern , in jedct 
Reibe nänilicb (p{&) Glieder, vor, welche mit /■ relative " ' 
Kabten sind. 



Il»t man jclzt die Reibe 

L 2, 3, S, :,, ,,A-: 

so knun man diese Reibe auf füllende Art in ji Abtlieilungeii « 
GrU]i[)en, eine jede mit A' Gliedern, ahtheilen: 

I, 2, 3, 4, 5, *; 

/■-t-1, AH- 2, A + 3, A + i, 2A- 

'■ZA'-t-l, 2AH-2. 2A + 3, 2A + 4, 3X-; 

3A-I-I, 3Ä-t-2, 3Ä + 3, 3ÄH-4, -W; 

(;, _ J)^.-,- I, (/,_ i)^.+2, (;,_ IJ/. + 3, . . . f>A-. 

und iibersiebt hieruus mit Hülle der in 5'. angestellten Betrncbiuu 
i<;en, dass jirpiAt] die Anzahl der sämmtlicheo in der Reihe 

I, 2, 3, 4, 5, p* 

vorkommeuden Glieder ist, wcklie mit A relative Primzahlen sirnl. 



ladem wir tod jetzt nu itniiicr tinnelimeD, dass dna !n der vor- 

pergell enden Nutiiuier GfpbraucLce Symbol fi eiun iibsalutc vuq der 

inlieit vurscliicdene Primzabl bezeichne, wollen wir uuo zucrct 

Fall betracbteu, wcdd die Primzalil p ein Factor der Znbl 

: ist. 

CnteT dieser VorauBBetzuDg' lasst sicli belinnjiten. dass jede 
akl ft, welcbe mit A: relative l'rimzalil ist, aucb mit 
t relative Primzobl ist, wie auf fulgeude Art Iciubt gezeigt 
irerden kann. 

Sollten nämlicb /j, und /tX: nicbt relative Primzablen sein, nud 
o eineo von der Binlieit verscbiedeneo geoieiasübafl lieben l'riin- 
^ctor babeu, so müsste dieser geineioacbuftlicbe PriiDfuctor, weil 
b der Voraussetzung ju und £ relativc'PrimiabIeD sind, und 
I keinea ^emeinscbaftlicben von der Einheit vcrscbiedenen Prim- 
ictor haben, notbwendi^ ji sein, und es miissle also fi den Prim- 
Ikctor /' haben, welches aber ungereimt ist, dn nach der Vornus- 
tetznng fi nucb ein Primfactnr von A: ist, und doch /i und A- re- 
llaiive Primzahlen sein sollen. Also müssen unter der Voruus- 
jetznng, dass fi ein Primfactnr von /■ ist und fii und A; relotive 
Primzalileu siud, jederzeit auch f^ und pA: relative Priuizablcu sein, 
min behauptet wurde. 

Ferner erbellet auf der Stelle, dass jede Zahl /i welche 

lit Ai nicht relative Primzahl ist, aucb mit pA nicht re- 

Uve Primzahl sein kann. 

Nach diesen beiden Sätzen ist also, wenn p ein Primraclur 

Wqd /' ist, jedes Glied der Reihe ' " 



reiches mit A relative Primzahl ist, auch mit pA relative Primzahl, 
l'nd jedes Glied dieser Reihe, welches mit A nicbt relative Prim- 
Kibl ist, ist nurb mit pA nicht relative Primzahl. Die säuimtlichen 
plieder der Reihe ' ^ 

1, 2, 3, 4, 5, pA; ,'J, 

kelcbe mit /- relative Primzahlen sind, sind folglich die sämmt- 
Mcheo Glieder dieser Reihe, welche mit pA- relative Primzahlen 
Pud.'DDd du nun nach 6. die Anzahl der sämmtliclicn Glieder der 
I Rede siebenden Ifeihe, welche mit /■ relotive Primzahlen sind, 
•if{A) ist, so ist dies aucb die Anzahl der srimmtlicben Glieder 
Baieacr Reihe, welche mit pA- relative Primzahleu sind, Itezeicbnen 
iwir «Is», analug mit ip(A), die Anzahl der sümmtlicben relativen 
Primzahlen zu pA, welcbe kleiner als pA sinj, durcli yi{pA):, so 
' ' I dem Falle, wo die Primzahl p ein Pri m facto r von 



'erner wollen wir uun auch den Fall belracbtcu, wenn die 
lahl p kein Factor von A isl. 



säDiintlicIi mit k relat'ivu 
voa k ist, SU lint oftenbar 

p«,, ;»«,, pa,, pa^i . . ■ fiaqfi) 
einen Primfactor mit k p;eineinj und alle diese ProducEe s 
mit k relative Prinzahlea, wubei Eich, weil die Zulilcn 



sämmdicb kleiner als k sind, 



pa„ pa,, pa„ pf^ ■ 



alle in der Reihe 



1, 2, 



...pk 



als Glieder derselheu wirklicL vorkunimeD; und eben sc 
sieb vua seibat, dasa keine dieser Produkte mit pk relative I 
zqLI ist. 

Ferner bann leicbt gezeigt werden, dass jedes Glied dei 



. 3, ■*, 



5, . . . pk, 
dogegcn luit pk nicbt 



pa,, pa^, pa„ pa^, . . . paiffi) 
sein muss. Jode ZabI nämlicb, welche mit k relative Prim 
also mit k keinen von der Etnbeit verschiedenen geneioacbl 
liehen Primfactor hat, dagegen mit pk nicht rehitive Primzahl J 
also mit pk einen vun der hinbeit verschiedenen gemeinschaftÜH 
Primfactor hat, muss offenbar nolbwendig den Primfactor /^ h^ 
und wir können daher die in Rede stehende ZabI durch pr 
zeichnen. Da nun ptf mit k keinen von der Kinbeit verscbie 
gemein seh liftlichen Primfuclor hiit, su muss natürlich ^ atit k t 
tive Primzalil sein. En ist aber, wenu, wie wir jetit vorausavl 
wollen, py ein Glied der Reihe 



1, 



, 3, 4, y 



.pk 



also ^^k, oder vielmehr, weil 7 mit k relative Primzahl I 
?<;£. Weil nun hekanutlich 

«,, a^, a„ « a,m, 

alle relative Primzahleu zu k unter k sind, so muss, nach dem J 
her Bewiesenen, f/ notbwendig in dieser Reibe, also py uotliiir 
dig in der Reihe 

pa,, pa„ pa„ pa^t . . . ■ pa^im, 
i. b. jedes Glied der Reihe 








^^^^^H 




^^^H^^l 




welches mit * relativ^ Primzahl, dag^egen mit pX- nichi'^BSe^^^^B 




Primzahl ist, mass lu der Reihe .1 




;>a„ ;)«!, pa,, pa^, . . . pa'i{k] ■ 




ib ein Glied derselben varkommen. fl 




Endlich versteht sich auch von selbst, duss «Ile Glieder der ■ 


' 


Reihe ■ 




!, 2, 3, 4, 5, ..../.Ä, ■ 




welche mit Je nicht relative Primzahlen sind, such mit pk nicht 




telatiTe Primsahlen sind. 




Wir wissen also jetzt, unter der Voraussetzung, dasa die Prim- 




iihl « kein Factor v»n A- ist: | 
Erstens: dass die Anzahl der sämmtlichen Glieder der Reibe d 






1, 3, 3, 4, 5, pk, 1 


\ 


nlche tait f: relative Primzahlen sind, jederzeit 1 


fr 


py(A) M 


kP ^T ■ 


' Zweitens: doss Jie iü der Reihe ^^jj 


j>A 4^^^H 


wirklich Turkommenden l'roducle ' ^^^^^| 




pa„ pa^, pa„ pa ,, . . . pa^a), ^^^H 




Jeren Anzahl ^^^H 




?(*) ^^ 




iit, sämmllich mit A- relative Primzahlen, dagegen mit ;»* nicht 




nlative Primzahlen sind. 




Drittens: dass jedes Glied der Reihe 




1, 2, 3, 4, 5,...pA; 




welehes mit A relative Primzahl, mit pA: dagegen nicht relative 




Primzahl ist, ib der Reihe 




;'«.»,;"»», 7"»., ;'«*. — /'«vi*» 




tie ein Glied derselben vorknuimen muss. ' 




Viertens: duns jedes Glied der Reihe 




1. 2, 3, 4^ 5, . . . p&. 




welches mit Jt nicht relative Primzahl ist, auch mit pA- nicht rela- 




tive Primzahl ist. 




Hieraus ergieht sieb also ganz unzweideutig und mit völliger 




Slreage. dass in dem Falle, wenn die von der Binheit verschiedene 




Primzahl p kein Primfactor von A ist, indem wir immer die früher 




eingeführlea Bezeichnungen auch jetzt beihehalten, 




') Dies ist in 6. gezeigt worden, und seilt im Allgemeinen als nothnven- 






von * ist, sondern gilt lur jedes p und jedes k. 



■1 
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■ 


■i^ 


,,(,,*)=,«,.(;<■)-, |i|. ^ 


■ 




jO,*) = (,,- 


-Vrm 


^ 


ist. 


9. 
» »l.i die von der Ei 


_1 ^t t _«^#i^l !<.J.b' 


1 


Wen 


Dlieit veraciiiedobe rr^^H 


zahl ;f e 


in Kactür von A- ist, s 


, ist nach 7. imiMr 


"^ 




!f(M)=W(*)- 




Wenn d 
zuLI ;; k 


affeffen die von der E 
eiD Factor VOD i^ ist, 


Dheit verscliieden 


Pri«. 


SU ist Docli 8. imme 




4>(P*) = (/'- 


~1)!P(X). 




Sei n 


un iiberliBUpt 








A' = p.. 


V,, 




wü « tioe von der Einlieit verscliieJenc Primiuhl and kei 


. Fadsi 


von A\ B 


ein soll; so erhält man z 


ivürdiTst durch successive Aa- 


Wendung 


des ersten TLeils des vorlicrgeliendeo Satzes 






^A')=,Mp-'Jf,) 








=p «(?"*,) = 


= 7/=y(/'°-=A.) 






= ,,-p,flp->X,)^ 


= f.'^{p'^A.) 






= p-pf{p'^X,) = 


= ;,'ip(p-*A-,) 






=pyrtp-'Ji;) = 


= ;>'v(p--''A*i) 






= p-'pflpA\) = 


r-'!p(M'.)- 




Weil nun 


aber nach der Varaassefz 


ung /< kein Prioifactur 


von J, 


ist, so isl 


aacb dem zweiten Tlieile 


des uhigeu Nutzes 






*(?•*,) = (;<- 


1)?'(^V,), 




und folglkb oMb dem Vor|] ergehenden 
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f(JV)=p—(p 


-iMA.). 




■ Setzen wir nun 
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Az=ptp,:p,:p 


"..../»i'A, 




wo p, ;i, 


;'i> /', PI lanler u 


ngieiche von der li:iDheit ter- 
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len; so ist uuph dem 
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f{X) = p->[p-\)f(l,, 
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- IM/'i-P,"'/'."' ■ ■ 
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^'Pi"^--Pi.'-l)~p,'-'~Hp, 
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fiP).-i'n.-jp},'-i)=pi-i''i.- 


-'(/'i-i-i)y(Pi«i). 
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vll'^''i)^Pl''l- 


'(;';i-i); 
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nsd falgiidi, wenn man die Grössen anf beiden Seiten der Gleieh« 
kitsztichen in einander multiplicirt , und aufhebt, was sieh aufke^ 
Iten lässt: 

9{JV)=p^i(p — l);,,«.-i(^, - 1>,«.-1(;., - 1) . . pi^l-i(px ^ 1), 

oder 

oder 

oder 

9{JV)=p'p,<'.p,''. . ..n-AO -^) (1 -^) (1 -j^) ... (1 -^) ; 

also, weil 

JVzzzpopi^ip^^zp^o, . . . piH 

ist, 

^(A^) = A^(l-I-)(l-i-)(l-±)..(l-^,). 

welches die bekannte zuerst von Euler gfefundene Formel ist, die 
wir hier auf Beispiele weiter nicht anwenden wollen. 



^ 
I 




[ lieber Cauchy's Auflösung der unbestimmten 

\ Gleichungen des ersten Grades zwischen zwei 

unbekannten Grössen in ganzen Zahlen. 

Von 

[ dem Herausgeber. 



1. 

In dem Memoire sur la .r^solution des ^quations in- 
determin^es du premier d^ffr^ en nombres entiers (Exer- 
cices d'Analyse et de Pl^ysique math^matique. T. II. Pa- 
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ris. IS41. p. 1.) Lat Cancliv eine früher von Libri itnil Binet 
gegebene, im biinzeo uuf sebr einfuL-bpii Betrachtungen berubende 
AuDÖsung der Gleichungen ups ersten Grudcs zwischen zwei unbe- 
kannten Griiäsen in ganzen Zuhlen, wie er selliat siigt, lU grosse- 
rer Allgemeinheit erlioben, und, wie wir nncb hinzufügen wnllen, 
überhuujit mit mehreren nichtigen Zusülzen [lereicbert. Da es »na 
scheint, dass dieic Aullösung, wenigstens bis zu einer gewissen 
Granze, worüber wir uns am Ende dieses Aufsatzes weiter aus- 
eprecben werden, wiilil verdient, in den matbematiscben Klementnr-j^ 
Unterricht aufgenommen zu werden, wenn man sicli nämlicb, wss*^ 
jetzt wohl voruuBgesetzt werden kann, überhitupt nicbt mehr scheuet, 
schon die Scbüler der ohern Klassen der Gymnasieu und anderer 
höherer Lehranstalten mit den Elementen der Zahlenlehre bekannt 
zu machen; so hallen wir es für zweckmässig, die in Rede stehende 
schöne AuOösung im Folgenden zu entwiclteln, fiir jetzt jedoch 
nur HO weil, als sich dieselbe nach unserer Meinuni^ znr Aufnahme 
in den mutbemutischen Elementnr- Unterricht eiguet, indem .wir 
uns vorbehalten, in einem spaleru Aufsntze auf diesen interessan- 
ten Gegenstand zurückzukämmen. 



Jede Gleicbung des ersten Grades zwischen zwei unbekannten 
Grüsseu ^ und y knnn niim sich, oft'eubar, wenn a, li, c ganze 
Zahlen bezeichnen, immer unter der Farm 

ikcn. Süll diese Gleichung iiher überhaupt in gan- 
ugcuscbeiolich der grösate ge- 



dargestellt de 
zen^Zablen ui 
meinscbiiftlichi 



Theiler von a und £ nuch nolhwendig in c wd- 
, und wir werden also die in Rede stehende Gleichunff, io- I 
vir a, d, c durch den griisslen gemeinschartiicheu Tfaeiler I 
urid // dividireu, und die entsprechenden Uuulienlen durch j 
A- bez(' ■ ■ ' 

-ny = A- 

bringen können, wo nun, was man im Folgenden •stels gehSri^ J 
vor Augen zu heliolten hat, die Coefiicienten m, h von a:, y nU> 1 
'' : Primzahlen sind. 

Daas wir uns im Folgenden hloas mit der Bestimmmia; i 
len der beiden unbekannten Gcössen .v und y, etwa der G>i4| 
zu beschäftigen briiuchen, versteht sich von seihst, weil, 
n nllc Werlbe von x keaul, durch welche die Gleichung 




d, die entsprechenden Werthe TOkJ 



' also berechtigt sind, 






PotgenJen unser Augeauierk bloss suT die 
leiuliUDg 
m.v — «y ^ k 
in gaDzeu ZnMeu auSöscndcn Werilie von jj zu ricbten. 

Wir wallen nuD zuvörJeret <iii nehmen , diiss :t: und .V zwei 
siif^cicllc Wertlie der im AilgemelDeii uiich durcli a: bezeidineteq 
unb«kiinnteD Grösse seien, durcb n*Hcbe die Id Rede stehende 
GleichuD^ Id gnnzen Zublou aufgelöst nird, su dass ulsa 
ma: — »y ^ X', 

jwx — »r=j& 

ist, wo .V, y und X, f gnnze Zahleu bezp.iclinen. Dann ist. wie 
man so^cleic'li durch .Subtriiotion findet, 

„(.V-:^)-«(y-y} = 0, 
als<x 







»(\-^)^«fJ'-ff), 




und folglich 
I 




^. «(l'-y) 


1 


^eil nun X - 


\acli 


e ganze Znhl ist, so gellt m i 
der Vorunsselzung sind aber 


n dem Product 
m und » rein 



roraus sieb crgicbt, dass m in Y — y u 



FulglicL ist 



DFBUS man sieht, duss, wenn a: ein beliebiger die Gleichung 

mx — ny = A 
' ganzen Zahlen auDösender bestimmler Werth der im Allgemei- 
in nucb durch x bezeicliaelen unbekaDoten Grösse ist, jeder nn~ 
Ire die in Rede stehende Gleichung in ganzen Zahlen imHoseudc 
Wth X dieser unbekannten Grösse die Form 

X^.V+MS 

it, wo X eine ganze Znhl bezeichnet. 

Umgekebrt liisat sich aber auch sehr leicbt zeigen, dasa, wenn 
ein beliebiger B|Jecieller die in Bede siebende Gleichung in gan- 
n Zubleo auflösender Werlb der im Allgemeinen anch durch x 
ixeichnetea unbekannten Grösse ist, dann immer auch' 



') M. s. Arcbiv, ThI. 11. S. 3. §. 3. 



i 



Dich Tür X jede beliebig^e ganze Zaiil gesetzt denken ksnii, 
Rede atebeiide Gleichung in gitozeu Zahlen aullüsender 
ten Grosse ist. Weil DänlicL nach du 
egehene GlcicLuog in ganzen Zahlen 
llgemeinen auch durch O; beEeichnetci 



Wertb derselben 
Vomiiasetzung x ein i 
nuflJiai^nder Wcrih der 
unbekannten Grösse ist, 



) ist 



id folglich 



ma: — ny ^ A; 
wo y eine ganze Zahl bezeichnet, und folglich 

Ferner ist aber nach der Vuraussctzung 
X^ .»■+■««, 
wo % eine beliebige ganze Zahl bcKcicbaet, x. 

also nach dem Vorhergehenden 

ä«X ^ny-\-k-\- mn% = n{y + m 
oder, wenn wir 

setzen, wo Y eine ganze Zahl bezeichnet, 

m\ = a F+ X-, 
also 

mX — nY=k, 
vrodurcb die Richligkett der oben nusgespre 
offenbar vollständig bewiesen ist. 

Aus diesen Betrachtungen erbellet, deas, wenn man nur e 
die gegebene Gleichung In ganze Zahlen auflösenden Werth ;: 
im Allgemeinen auch durch a: bezeichneten unbekannten Grosse it 
finden im Stande ist, dann auch die allgemeine AuflÜsnng dieser' 
Gleichung in ganzen Zahlen all gefanden betrachtet werden ksmii 
weil nach dem Ubigeo offenbar die säuiintlicben, die in Bede stekeBdl^ 
Gleichung in ganzen Zahlen auflösenden Werthe der ersten i'^^ 
beiden gesuchteu unbekannten Grössen in der 



BchauptDDg^ 



<D(lialten s 



I abwärts 



wo 3 eine ganze Zahl bezeichnet, 
Formel erhalten werden, weun uii 
positiven ganzen Zahlen, und vo 
ganzen Za'hlen in dieselbe einführt. 

Nach allem Bisherigen reducirt sieb also die vollständige 
löwiDg der Gleichung 

miK — ny=A 
in ganzen Zahlen auf die Auffloduog uur eines diese Gleicl 
in ganzen Zahlen auflösenden Wertbs der eineu der betdi 
kannten Grössen, nämlich der Gl 
eben Werth Immer zu finden im Stande ist, 
gezeigt werden. ^ 



.d an. di^l 
auf w ärt9 ^^^M 
lle negatO^H 

itäadige \ut- J 




3. 

WAbs dem Obigen wissen wir, dasa die Cocfficicnten von o! und 
^pBmer relative Primzahlen sind. Hierzu bemerken wir jetzt nun 
■kIi, dnas durub geeignete Veriindcriing der Vorzeicben ulier die- 
■T der Gleicbiing der Ciietlicient vun a^ offenbar immer ixiaitiv 
macbt werden kann, Sollte dann y eioeu ueguliven Coenicien- 
n baben, so k&Dotc niiin statt der unbeknunten GröBie j/ jeder* 
teit die unbekannte Grosse — y in die Gleicbung; eint'übreu, und 



:nle dieselbe dann ntt'cDbiir i 
I positiven Coeftici 



bringen, 
, woraus sieb , 
dang mit dem V'orbcrgobeuden, ergiebt, dass 



ZohleD aufzuiüsende 
ii;escbeben t 



nelcber 

n Verbin- 

ganzen 



1 aucb im Folgenden stets 



!W JT Mff ^ A- 



pbraebt annebineo kann, wo jetzt m und n positive ganze Zablen 
DFieicbueD, welche Frimiahleu zu einander sind, und A eine posi- 
tive oder negative ganze Zahl ist, welche Voraussetz nagen man 
in Folgenden stets vor Augen zu bebalten bat. 

Ist es nun miigücb, die, Null übersteigende positive ganze Zuhl 
ISO zu bestimmen, dass die DiRerenz m'' — 1 durch u ohne Rest 
Ibsr ist, SU ist nelürlich oucb (m'' — !)>(' durch » ohne Rest. 
, und wir können also, wenn ff eine ganze Zuhl bezeichnet. 



(M 



-m 



tv. Dann ist 
)b1glich 






sich unmittelbar ergiebt, dass Am'—^ ein die gegebene 

,.T —Hff=Ä- 

nen Zoblen ouDüaeoder VVerth von x ist, und also 

t werden kann. 
Beraus ergiebt sich also, dass immer ein die Gleichung 

' «uflüsendpr Werlb von a; gefunden werden kann, 

' '-'''ve (tiiuze Zahl i so zu he- 

— 1 durch » ohne 



Rest (heilbar ist, oder mit andern Worten, weDn wir uns des Be- 
'griffs uDiI Zeicliens der Congruenz der ZahleD *) bedienen, dnss 

«»■=l(IVIo(t. m) 
ist. 

Eine der in Rede Etebcnden Bedingung genügende |ioaitive 
gnoze Zalil i kann nber immer leicht gefunden werden. Denn aus 
dem durcli Euler erweiterten Fermat'schen Tbeorem, für wel- 
ches in dem zweiten Tbeile. des Archivs. S, 7. $. 9. ein sehr ein- 
facher, ganz elementarer und leicht verständlicher Beweis gegeben 
worden ist, wissen wir, dass, wenn m und n, wie es nach dem 
Obigen hier wirklich der Kuli ist, relative .Friminhlen sind, nnd 
die Anzahl «Her Zohlen, welche mit n relative Primzahlen und 
kleiner als u sind, durch 9(») bezeichnet wird, jederzeit die Dif- 
ferenz 

m-K-l—l 

durch » ohne Rest theilbar, oder mit andern Worten, dass immer 

ot7("J = l{Mod. fl) 



i^9{'*h 



Obigen in 

Wie übe 
der yorhe 



vi») i 

sehend. 



und folglich nncb dem 

gesetzt werden kann, 
men ist, haben wir in 
gezeigt. Zerlegen wi 

ahsulule Primzahlen bi 

M := pa^rTgil . . . ., 
so ist, wie in der vorigen Abhandlung gezeigt wnrdei 
V{«) = »(l--i) (1-|) (1-1) {1-|). 



, lauter 



n jedem Falle zn bei^ 
u Abhandlung uQsfühli 
ac Primt'actoren, ond ff 
der Einheit verschiea 



oder 



i allem Bisherigen ergicht sich also jetzt die folgende § 



lud höchst elegante Auflösung der Glei 
m^ — «y = k, 
wo «« und n poaitive ganze Zahlen bezeichnen, d 
einander sind, und k eine [lositive oder uegatirf 
I guuzen Zahle 



i Primzahlen la 
i Zahl ist, 



in guuzen Zuhleu: 1 

Man zerlege n in seine Primfactoren, so dass, we^nj 
p, n, r,- #, . . , . lauter von der Einheit verschiedene abso-g 
lute Primzahlen sind, ^ 



n-=p«qhy»S , 



l •> M. ». Archiv. Tbl. II. S. 4. §. 4. 
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iil setze 

die Gleichuug 





9 


-) 


= ;^- 


V 


m erl.1 


It 


man a 


lle 


5 


sßzen 


Z 


ahlen 

l 


.u 



riöi. 



DÜeD Wertbe 



r = Am?(''J- 



[uhrt. 



DsitiTCD ganzen Zablcn 
iiven i^Biizen Zahlen eiD 
indenea WertlieD vun a 
rgeben sich iaaa fernci 



!0 ist ofienEiar if(a) = 



- 1, und fulg-lich 



vun an aufwärts alle posi- 
ibwürts alle oegutiveD ganzen 



iat, geeebe 
B von Euli 



i Angabe 



cndung brucbten, für 
; Auflösniig, die Cau< 






den Fall, wenn n 
liy hierauf durcb 



Allgcn 



) Zahl t 



in welcher Formel n 
llven ganzen Zahlen 
Zalilen setzen uiuas. 

Dies ist nB<:h C: 
indem sie das Fcn 
liehen i:estolt>) 
eine Priinza' ' 
Anwenduug 
tta» zu vülliger Allgei 

AUB dem Vur hergehen uen wisaen mr, qubs ea ii 
nur darauf ankommt, die Null Übersteigende [tositive 
VI zu bestimmen, dass 

m'~I[Mod. M) 
iil, und die elDfachste Auflösung wird also ofienbar der kleinste 
dieser Bedingung genügende Wenh \on i gewäliren, Ueber diesen 
Gegenstand hat CaucL)' in dem BDgcführlen ftlemoire noch ver- 
lebiedene UntergiichungeD angestellt, die sich aber weniger als die 
obigen Betrachtungen zu der Aufonbme in den Klementar- tinter- 
Hellt eignen dürften, weshalb wir dieselben Tür jetzt übergeben, 
uns aber vorhebalten, später auf diesen interessanten Gegenstand 
zarückzukommen, 

Sehr erleieblert wird uatUriicb die oben gegebene AuflÜsung, 
wenn man im llesitz einer bis zu einem mögUchsl grossen Wertbe 
ton u Curtgesetiten Tafel der Werthe von >f{n), wodurch wir be- 



tl. *. Archiv 
1 



Tbl. 11. S. 8. 
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kanDtlich die Anzalil aller der Zaiilen, welche Primzahlen 
kleiner nU n sind, bezcicbDCt haben, ist; udü die Berecha 
solchen Tufel, der nir 'f^ern im Archive einen PlaU c 
würden, möchte daher wohl nnzd?athen sein. 



XXII. 

Beweis eines arithmetiscbeii Lehrsatze 

Von 
Herrn Friedrich Arudt 

("andidalen des hübern SchulaiutB zu ^relfsTValil. ,, 



Das Theorem, welches den Gegenstand die 
macht, betriHt die beknante Eigensebaft der \ 
Exponeoten, dasa jeder von 



Zahl ist. 

«an pflegt die» 
indem man z«lgt, d 
ponenten m iter An 
von » Elementen z 
mittelbar tolgt, das: 
ganze ZiiLl ist, ii 
Stande ist. 

Wenn nun gle 
nichts 



:er Abhandlung i 
liuomialcoefCicieii 
ihnen eine ga 



n Salz auf indireclem Wege zu bewabrheil 
<s der wte BinouiiiilcoeflicicDt des gunzen I 
ubi der CoiuhiDiOiuaen ohne Wiedcrlfolun; 
r mlen Klasse gleichkommt, woraus denn i 
der in ßeile stehcude BinitmiulcoerGcieiit e 
lern nur diese eine Anzahl anzugebeo 






ich gegei 



; deutliche Einsicht io die Art i 



(«- 



t-2) («- 



.(m 



-l).« 



1 

3 Zähl 



die Fnctoren des Nenners sich gegen die Factoren i 
auflicbcn. 

Zwar hal: Gioachino Pessuti ") sich bemüht, den Salt f 
dieser Seite zu beleuchten; allein da der von ihm gegebene I 
weis wegen seiner grossen Weilschweiligkeit nicht die erfordcriit 
Einfachheit und Evidenz Laben dürfte, so schien es der Miihe we 
zu sein, einen Beweis zu versuchen, der den oben gemachten l 
forderungen am meisten entsprechend wäre, besonders da in oei 



•) Nhotb consideraiioi 
della nota foriaala i 
delta fiocietä Julian 



r«r Zeit dieser G«ii;eDBtati<J vom ü 
wieder ir AoreguDg gelirndit ist. 
Betracbteo wir also die Bruclifor 



(n-m+l) («-«I 



l-glf" 



(m 



m welcher w. uod m positive ganze Zahlen sind und m kleiner als 
m ist. 

1. Wenn .4 eineo beliebigen Primfuctor des Nenners bezeicb- 
net, so kommt: es zunächst darauf an, die höchste Pütenz von A 
zu bestimmen, durch welche der Nenner ohne Rest tbeilbar ist. 

Bezeichnen wir zu diesem Bebufe die grüüste ganze Zahl, 
nelche in dem BruL'fae — enthalten ist, durch C(— ), so ist olTen- 
bar 0(~) die Auzahl der durch J theilbaren Glieder des Nenners, 
C(-jp) die Anzahl der durch ^', G{-ji) die Anzuhl der durch 

J<, u.a. TT. ibeilhnren Glieder. Wenn aber m^At uud <^*+i, 
to kommen im Nenner keine Glieder' mehr vor, die durch Ai-+^ 
iLeillior sind, die Anzahl hingegen der durch A^ (heilbaren Glieder 
iit wie vorher '?(^)- 

Duhcr ist die Aaznbl der durch A, nicht aber durch eine bo- 
bMB Potenz von A theilbaren Glieder C(^) — C(-^), die Anzahl 
der durch A*, nirbt aber durch eine höhere Potenz von A theil- 
bsren Glieder C(^)— &(^), u. h. w.; endlich ist die Anzalil der 



durch A'', nicht aber durch i 
filieder. G(^). 

Bieraus folgt, dass der N 



höhere Potenz von A theilbaren 
r tbeilbar ist durch die einzelnen 



C,5,_(;(-j 2|C(^)_e(^}j 



/*^^^^ 



uod da diese verschiedenen Gliedern des Nenners entsprechen, so 
Ml der Nenner durch das Product dieser Potenzen, oder durch 

^ffO-i-e(^)+-.--t-c(s;) 

iihne Rest tbeilbar. Zugleich erbellet aber auch aus dem Beweise, 
dass keine höhere Potenz von A in dem Nenner aufgebt. 

2. Nun erhellet, dass, indem A'' eine beliebige Potenz von A 
iit, welche in dem Nenner vorkommt, die kleinsten Beste der Zahtcu 



ach -V* alle verschied 



sind; denn wären die den Zahlen 



^ Archiv der Mathemacik und Physik Tbeil 11. S. 329. 
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» — im+9'' "' — m-i-ip enlsprecLeDtlen Reste eipaoiler gleicli. 
wäre >lio DÜTerenz dieser Zulileu ±{^ — tfi) durcli .-/^ tbeilbtr, 
welcLcs uiciit mö^rlicli ist, da lwi<le Zaiilen ip, ifi kleiner hIh .^^ 
Bind, »der iveoigsteos nur eine derselben der Potenz ji'' gleich 
sein kiiDtj. Indem nun slle in Kede steLendeu Kcste ungleicli siod 
Dud ilire Anzulil ,4^ ist, eo musH einer unter ihneo verschwinden, 
und dieser verschwindende Rest oder das demselben entBjirechende 
durch A'- theilbarc Glied wird durch die Cungruens besiimmt 

w — j« -H y = (mod. J^). 
Wenn wir übrigens den Rest von « — m durch yi* mit ß bezeich- 
nen, BO ist fp-^A'' — ^. 

In dein Intervall a — in+\ bis » — m + .^^gicbl es dcmnacli 
nur eineinzi^^es Glied, welches durch A'' (heilbar ist; G;anz ebenso 
Kiebt CS in dem loterviilt u — m-\-A''-\-\ bis » — m-\-'lA'; in 
Hem IntcrvfiU « — m + 2_J* + 1 bis « — «a + S^* u. s. w. nur 
ein einziges durch Vi ^ rbcilliareB Clied. Man kann diese Schluiie 
bis zu dem lnteTvallvon«~ffiH-(0 — lM*+i bia«— »w+Ö.J» 
fortsetzen, indem su besiimmt wird, dass n — 1»+@ . A'''^», 
0^^ oder ®=G{-^) ist. Dies vorausgesetzt, gicht es inio- 
desten9-)0 oder C(^) durch A^ ibcilbure Glieder des Zählers. 

loBbesoodere enlhäU der Zähler mindestens G(-j) durcb A, 
mindestens Girj^) durch -J», mindestens ^(-77) durcb --/'u. s. n. 

mindestens ^(~7r) durch A'' theilbure Glieder. Hieraus leitet mia 
leicht d/j, dass der Zähler durch die l'oteuz 

, A -* ■'' -* , 

Tou A jederzeit ohne Rest theilbar ist. 

3. Zerlegt man nun den Kenner unserer Brucbform iu liiuier 
angleiche Factoren, von denen jeder eine Potenz eines Primfudun 
ist, so geht nach 2. jede solcher Puleozen in dem Zahler auf, ff«- 
balb, da alle Pactoren relative Primzublen sind, auch das Producl 
der letztem d. h. der Nenner selbst in dem Zähler «ufgetien wird, 

"■'■"'"■ -- «.in«". ™;«' 



gleich siod, dann 
auch die Einheit 
. . ., so ist dir 



Bei diese 


Gelegenheit 


will i 


Cb endlich 


der von Gau 


s in den 11 


'^äu' 


Arithm 


Bleute Satz, d 


essen Beweis 


s auf die 


tiunen stützt, 


mittelst uns 


res 


igen Leb 


tbun lässt. 








Der gedo 


hie Satz hcisst ao: 




Wenn,; 




ahl i 


t nnd m 


die nicht a 


le unter 




Jer glei 


Zahl der P 


ermntation 


eo d 


eaer El 


p theilbar. 








. Wenn nämlich unter d 


n Elementen lue 


i sieicb, dann 


c gleich u. 


s.w. 


wo «, Ä, 


Zeichne:! kö 


Doea), ao dass p: 


= « + i4 
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Zahl der PermuUtioDeD der p Elemeote, wie bekaoDt, der Bruch- 
for« gleich 

1 .2 .3*>A p _^__ 

Wir können diese Bmcbform, die wir P nennen wollen, so in 
Ftc'toren abtheilen : 

1.2.3 ..g(a -f. 1) (^4-2) . . . (g-f-^) (aH-^+l) . . . {a-^b-^-c) 
1.2.3...«^ 1.2....^ ^ 1 c ^••' 

jind es ist also mit Einführung des Zeichens der BinomialcoefE- 
eienten 

woraus folgte dass P eine ganze Zahl i^t, da jeder dieser Bino- 
•klcoeflficienten .eine ganze Zahl ist. •, 

Da nun 

1 . 2 . 3 . . . ;i = 1 .2..ii.l.2..Ä.1.2...r..X/* 

iit, so ist 

1.2..g.l.2..^.1.2...c.... x/* 

V 

eile ganze Zahl; aber p geht in dem in P multiplicirten Factor 
liebt auf, also muss p in P aufgeben. 



*) Es kann iiäinüch in dem Falle, wenn n — «» + 0.^^*<M ist, wis 
leicht erhellet, ^-jt)-^^ durch A^ theilbare Glieder des Zählers ge- 
ben. Ist z.B. fna:17, it=x48, der Zähler also 32. 33. 34. 35 ...46. 47 .48, 

17 
80 gicbt es für AssZ und ä=1 fünf (G^(— ) = 5) vollständige In- 

terralle, in deren jedem sich ein durch 3 theilbarer Factor findet, und 
ausserdem zuletzt noch das' un voll stand ige Intervall 47, 48, in wel- 
chem noch 48 ein durch 3 theilbares Glied ist. 



[ 



1 



XXIII. 

Eine Formel für die dreiseitige Pyramide. 

Von 

Herrn R. Hoppe 

Candidaten des hohem Schulamts zu Greifswald. 



Unter andern Relationen zwischen den Stücken eines beliebigen 
Te^aeders, die ich gefunden habe, scheint mir eine Formel für den 



PT??- 



an 



Inlialt Diclit ffiinx ohne Interesse lu sein, die ich diiber hier, als Rei- 
trag /u den rotersucLung«!! io iliesem (iebicte, kurz entwickeln will. \ 

Es bezeicline T den luhult eines Iielieliii;en Tetraeders, a 
c, d, e, f die sechs Kanten desselbea , und zwiir niögeu a und /, | 



/' I 



md (/ e 



len gebilJctei 

d, t, X>\ die vier aeiEeuaacii 

t>, c, f, B voD «, c, e, C 

Denkt mau aicli auf D 



re;!;enüber liegcu. Die 

n. und zwai 



I Km 



'. / be- 



ein Uöhenperiiendikel U gefällt, 
T=^DH. 



H=h sin 8. 
i[ man uucb die Gleichung 
C=\dl,. 
zwischen diesen 3 Gleichungei 



und durch Vertauscht) 
die Gleichungen 



lg der entspreche 



. Dreieck C durch 



< Seiten a. 



Selzt innii für i, a, d ihre 



-• + i;) (-JH-.H 



XM «i« f + B .in « — ö iId J) 
X (-^ «in /!— « .in «H- O liii J) 
X(-^ .in |»+» .in oH-O .in dl. 

laD nun C als die Summe der Projeetionen voo A^m 
eriiält man numittelbar 

C=A coB (J+Ä CDS « + /> cos ij, 



i D in die obige GleicIiuD^J 



••/,; 



fc 



■+ 



Xi.'/(«J 



. rf)+ Cain (f| 
1 rf) — C sin ^j 

rf) + f Bin 6\ 



fi(siD a cos J — cüH a 
■I- cos ß aiu (7) 
+ ß(sin « eoa J+cos a 
ß COB J— cua ,? Bio d) 

— ß{8ia a cos ^-t-cos a 
X I— -^(sin ß coa (J + coH ß ain rf) 

-1-S(ain a cos rf— coa « s 
aicli auch »uf folgende Art auadrücken lüaat: 

^ -Äsin («-rf)+CalBrf) 

-B BW (a-i-rf)-C8iD(r) 

-ö sin (« + <!)+ C Bin <0 
-ßain f«-<J)H-Caln <J). 
ivelche dcD Inhalt des Tetrae- 
ders durch 3 Seiten und die 3 von einer derselben mit den übrigen 
^bildeten Neigungswinkel iiuädrückt. 



("T=FB?V,M.i 


■tf-'D 


x(J .1« 


(C+ä) 


xM.i 


(|»-J) 


x(-.<>i 


(C + fl 


Dien lat die beaLskLli^t 


Formel , 



XXIV. 

M i s e e 1 1 e D. 



Soci^t^ philohBtiqae de I 

Senne« du 20 aoiV 1S43. 



fvan Simon 


ff. profe 


aisoD 


il'astrunomic k 
uvol ipstrumeat 
de l'ai^uilie a 


rVmveiaitfW 


( pr^Bente k la 
^but d'observer 


Socicie u 
la d^clin 


ntmUe a l'aide 



TToe aiguille aimuntee, de forme prismatique rocluDg;ulaire, ho- 
■niontalement auapendue, porte un petit miroir a son extr^mitä diri- 
w^ Vera tc sud, et un cantrepoida a son exircmitä oppos^e, En 
Ei|i(iliquant cette aiguülc a UD niveau k siplion rempli de meronie, 
'in peut voir ai eile eat horizontale ou non, et faire disparailce In 
etile iuclinaiaoD, en deplocant le centie de grsvit^ ou le poida. 



(In <met le miruir dans In [loakion [lerfjendiculuirc k la direclioD d^ 
l'sxe miign^tique de l'mgiiille, de lu meine muniere qu'on U falt 
dans I» mügDetometrc unililuire de AI. Gausa, car jusqu'a präsent 
cet instruuient u'eu dißere fue. Avant fuil i-fs correcliuns jireiilu- 
b|ps, an nbservc dana Ic miroir l'iinnge r^llecljie du siileil ; mais, 
comnie r,-ii[;uille db resle jireaque jumuiH cn rvjios, un le luit dcs- 
cendre et se [inser Hur la planclie inferieure de l'instrumeat. Alors 
l'aiguille devient stafile; niais, |iour voir st eile db s'est ^a depln- 
cie du m^ridieu maguätiigue, i>n place devant le miniir une ^clielle 
avec UDC Junetle de sextuut nit dBasua. Dans celle lunelte od voJI: 
les divisiona de r£cli«!lle r^fli^chies par le miroir; on les observe 
d'abord r)uaiid raiguille est ausfieodue, et cnsuite quanü eile est 
jios^e aui- lu ]ilaQche iuf^rleure de l'insimnieDl. La diH'erence des 
liarliea de la division et la disliiuce du miroir etiint conuues, od 
peut calculer Taagle de la deviatian de riii^uille du meridiea mne;' 
neliqiie; c'est la correcliou de la decllDuisoD oblenue au ainyeD de 

lüafiu l'uD mesure, au mnyen d'un aexttl^^, In disCancc ansulairc 
du soleil u son ima^c reßi^cliie dana le miroir vertical de l'aiguille. 

Soit ti la dislanc^ mesurcc au aextnnt enlre le soleil va directi'* 
ment et son iniBg;e r^il^cbie dana le miroir, « la distnnce du sulril 
nii zSnitb, l'aziinutb du soleil et u celui du in^ridieii mago^trque. 
Od a un friangle sjib^rique ilaus lequel un cöt^ est i^E^al ä x, un au<re 
cöl^ egal a 90", et le troisieme cöt^ ^£;al k W—'itl, ce qui doont 

II est clair que. tl 4tant duniie par les ubaerv^itioaa, et x ainii 
qiie a pur le caleul, on en deduira la valeur de u par cette for- 

L'erreur de In position perpendiculaire du miroir, par ra[tjikl 
k l'ase miiguclique de l'uiguille, et rincerlitude dana la dlrectiuD 
liorizontalc de cet axe peuvent ätre delerniinei.>3, 'la premiere Rar le 
relournenient de l'aigullle iiutour de aon axe g^omflrique et la tt- 
conde par lea observaliona fnilex avant et aprea le passage du soleil 
par le meridien inagnetique. 

Od pcut varier de plusieurs manierea le mnde de ces obser- 
vatiana au moyen du seütant. Pur exeinple, on peut nbserver lea 
diatancea ^galea du soleil a son Image reHei^bie par le miroir de 
Taiguillei eea distaocea correapuudau tes donneront Tnagle hu- 
rairü du poiot d'inleraection du meridien magoetique uvec Thöriion, 
si l'on ciiDuait le tenips du passage da soleil [inr le meridien. 
f/on peut ausai meaurer la plus brande distoncK du soleil a soa 
Image riäflecliiß. et ai l'on ajoute »'90"—^// li. dislance du soleil 
au päle du monde, on aura In diatance de ce pole au point d'inter- 
aection du mfridieQ magn^tique avee Pliorizoo. Dana eette derniere 
in^tliude l'on peut d^duire ta declinaison magn^lique du triaagle 
trac^ »ur la voüte Celeste, entre le pole du munde, le zenitb et le 
point d'interaection du meridien mngn^tique aree Phorizoo, aaas 
BTuir besoin de rbronometre, A ce'dernier mode l'Hn peut eucnre 
appliquer la mi^tbode des bauteurs circummeridiennea, doat on fnit 
usage pnUr detenniner la latitnde g^ograpbique. 

Enfin l'oD pent meaurer la diatance angulaire du soleil k soa 
Image rcfl^cbie, d'abord daiis ie miroir vertical, et ensuUe dans 



■ütp^^^wrv 



HiuriziiB artiRciel. I.a inoitie tie ccttc tlemiere distance est et^ale 
n la distance du Bulcil au pole du iDeriitieo ina^^ui^linue, et ai 1'oo 
<lräigne piir iT |,i diatHnce cntiere du Huleil k suo imagc duuble- 



(LMnadtut. Ko. 454. 8 Sept. I8V2,}. 



Herr James Bontli, Professor of Mathemalics id BrU 
^l'il College lint iu dem LundoD, Edinburgrli and Dublin 
i'ljiloHU|iliicnl Magazin«! und Journnl uf Ücicnce. June 
1S42. p. 473 cineü Sutz von den FläcLen des zweiten Gydea be- 
niesen, welcher als eine Klrweiterunff eines' schon friilier bekann- 
(FD Salzes von der Kuß;el (AI, s. e. B. El^mens de Geometrie par 
Ltgendre. Onsieme Edition. Livre VIII. Prop. XVIII.) Lelrachtet 
TerdcD kann. Weil uns der Salz jedeofalls bemerkenswert li und 
' naififer bekaapt zu sein sclieint, so tbeilcn wir liier den folgenden 
i\ma^ BUS dem Aufüutze des Herrn Jamea Bootb mit. 

Kiue yiäclie des zueiteo Grades denken wir uns von zwei pa- 
lallelen Bbeaen durcbscliuitien, und wollen das Volumen des von 
ilieieD beiden Kbenen um! der Fläche des zweiten Grades eloge- 
scblossenen Körpers zu bestimmen suchen. 

Die drei Halbuxen der Fläche des zweiten Grades seiea ffj 6, 
r: die Ualbaxen des den beiden in Rede siebenden parallelen Kbe- 
uea durch den Mittelpunkt der Fläche des zweiten Grades parallel 
pfilhrteo Schnitts seien a', 6', und c' sei der halbe coujugirte 
Uurcbmesser dieses üchnitls; das von dem Mittelpunkte der Fläche 
Mf die dem letztem Schnitte parallele berührende Kbene der Fläche 
tctfällte Perpendikel sei /;. Die Ualbasen eines beliebigen den bei- 
den parallelen Ebenen, durch welche der Körper, dessen Volumen 
F'bestinimt werden soll, begränzt wird, uarulIcIeD McbnitCa seien 
1, ß, und » und w seien die zwischen diesem Schnitte und dem 
IWitlelpunkte der Fläche liegenden Theile von c' und p; die den 
beiden gegebenen, den Körper V begranzcnden Ebenen eotsprecben- 
ien Werthe von w und tti seien respective »', «" und «/, «i". 

Dies vorausgesetzt, ist nun affenbar 

»\m, wenn man statt der Variablen w die Variable u einführt, 

''='■/>£■"'■ 

In dem durch a' und c' gelegten Schnitte der Fläche ist 



Am dicHCD beiileu I'roportioiit- n foli^t 



Weil feruer uifeoliHr 



|! = ^ (<:■■-.'). 






und uacir dem ObigCD !at fulglicli 

Nacli einer lieknnnten HigenscLaft der Flüchea d«s zweiteo Gr 
ist aber 

folglich nucli dem Vorbergelicndea 

lotegrirt iiinD dud zwisclien den gegebeneu Grunzen, la ci 

oder, wie uiaii leicht findet, 

r=^ ;r(»"-«0 (6c"-2k"'-2«'V-«''); 

also, wenn man innerhulli der Parenthesen «'" -^ f/* addirt 
Eulilrahirl, 

r=^g ji{«"-«0 13(<r"-«'")H-3(c"-«-)-|-(«"-«y 

Sind jetzt «', ^ und a", /¥" die Holbnxeu der den Kürper, dei 
VoluiDcn V gesucht wird, begränzenden iiarallelcu Schnitte; so 

„ _ „ t^'a'ß 'p „ _ c''B"ß"p 

aAc ' alic ' 

and für die Entfernung e der Ebenen der beiden parallelen Sciii 
Hyan einander bat man die I'roporlinn 
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Ugt. Pütirt 1 



1 übigFD Ausdruck 



+''-r)+^--r^ 



■ 



p' 

icliDen wir jetzt durch ./ und B die Fläche 

er, d«sBCD Volunieo F tat, begräDzeiiden purallelea Sclinilte, 

bid durch S den cubigcheo luhalt der mit dem Durchuicaaer t be- 

Kbriebeuen Kugel; ao iat 

fand folglicb uncb dem Obigen 



F=:ieiA-i~B) + '^S. 



wei parnlleloaScbDit- 
dcB aU GrundflächcD 
ades als Seitenfläche 



maltiplii 



Volu 



en Kugel. 



s giebt deo fulgeuden Sntz : 

Das Volumeo eii.ea jed 

I einer Fläche des zwei 

ind dieser Fläche des zw« 

scbioEseneD Körper» 

I BöiTe mutiiplicirteu halbei 

1- 1 - ■ , , . a/it 

tiacbeo, plus dem mit — f 

^^it seiuer Dähe als Durchmesser bes< 

^K Für die Kugel ist a=.b:=c = p, also 

■ y=^t{A-^B)-^S, 

^V^riu der oben erwöliute, in den ^l^ments de (>äomätrie par 
Legendre. Onzieme Edition. Livrc. Vlil. Prop. XVIII. be- 
wiesene Matz von der Kugel enthalten ist. 

Für ein Hrperboloid mit einem Fache muas man für a, h, c 
respective aV^ — I, fiv — 1, c setzen, und erhält hierdurch aus 
dein Obigen leicht 

^ Für ein Hyperboloid mit zwei Fäche rn e rhält Herr Booth, indem 
er für a, b, c, p respective «, b, c\^ — 1, pv — l aetzt, denselhen 
Ausdruck von V wie vorber. 

_, Kür dna elliptische Paraboloid findet Herr Booth ¥^^t{A-\-B). 

Es scheint uns dieser Gegenstund eine ausführlichere, recht 

-.1 streoge und deutliche, mehr in's Einzelne gehende und alle ver- 

r «cbiedenen Arten der Flachen des zweiten Gradca gehörig berück- 
sichtigende Behandlung wohl zu verdienen, aber auch noch zu 
bcdiirtcR. 



Fhysikalieclie lleuierkimgon. 



Danzig. 

(Diese BeroerkiingHO sind von iterii Herrn Verfasser in dem Prograinm (Im 
Pctrisubule in Danii^ von MicbaeÜs 1842 mitgethellt worden. Ith 
. .lasse dieselben liier Wieder abdrucken, weil ith die ÜeberMugung he«, 
■Ihks sie insbeBondere Lebrern, denen kein sebr voUsiiaiidiger pbystkJHi' 
scher Apparat m Gebote steht, gewiss sehr angenehm sein wer4«^ 
und weil dieselben auch einem Zwecke des Archivs, der in der Ankw 
digunR desselben Ton mir weiter besprochen wnrden ist, auf eine ni*- 

Sezeicliiiete Weise entsprechrn. Möchten sich mich andere Lehm 
er Physik zu recht -vielen dereleichen sehr nützlichen Bemnkungu 
TeraiilussC finden ! G.) 

1. WeoD miui durch eine einfache Glaslinse einen weisBen 
Kreis ansieht, su erscheint derselbe in eioer gewissen Entfernung 
mit viuletteoi, io einer andera mit [i^elbrotliein Furhensaume, mal 
soll die lleilingungen, unter denen dies gescjiieht, iiDgeben *). 



nFerii: 



2. Man scheint häufig genug zu vergessen, de 
gliiH Ulier ein Bohlspiegel mit dcui Auge verbunden 
Tohr giebt. 

3. \'i>n dein bekannten ISastiUscheD Farhenkreisel kann man 
eine mehrfache uiililiclie Anneudung machen. — Legt man auf 
den rotirenden Kreiset eine Kreisscfieibe mit gleich weit von ein- 
ander abstehenden Lücbcrn, so wird ein Luflsirom, den man durcb 
das aligeschoiitene Ende eines Federkiels durch Glasen mit den 
MunJc herrorhringt, einen Ton erzeugen, von dem man sogleich 
die nächst höhere Oktave hört, wenn man denselben Lufistrom 
durch eine doppelt so grosse Anzahl von Löchern auf derselben 
Scheibe geben lässt. So dient der' BusoUschc Kreisel als eine 
unvultkommene Sirene. — [Im zu zeigen, dass bei rotirenden 
kreisforniff gebogenen elastischen Streifen die Kretsform durch die 
C'enlrifugaikraft in eine elliptische verwandelt werde, verbindet 
man 2 parallele Ringe aus Notenpapier mit -4 oder 6 kreisrörmi^ 
gebogenen Meridiunai reifen von demselben Papier. Legt man diese 
Vnrrrcbtung so auf die Axe des Kreisels, dass die beiden Rin^c 
in der Axe liegen, so wird der obere Ring berabgeben und da^ 
Gnnze dem Auge ein BIlipsoid zeigen, dessen Abplattung um so 
geringer wird, je langsamer sich allmählich der Kreisel bewegt. — 
Cm die Dauer des Lichteindrucks einer grösaero Menge von .Schü- 
lern recht augenfällig zu machen, schreibt man auf Eine !Jeiie 



^^ !.'£ 



') Bei den folgenden Mittbeilnngen ans der Experimcntal -Physik habe if 
diirchniis nicht die Besitzer kosibHrer physikalischer Apparate im Auf: 
sondern Lehrer an Bürgerschulen, die wie die unsrige nur über cii 
geringe Anzahl möglichst ivreokmüssig anzuwendender Hülfsuüttel i 
gebieten haben. 



J 



221 

:clitecks voo weisser Puiiiie etwa die Worte: ,,Ouuer ilei" 
knf tlie andere Seite: „Licbtem drucks". udiI befestigt dieses Reclit- 
tck mit etwas VVactis auf der liöclistea »itelle des Kreisels, so dass 
ilie Rotations- Axe des kreiseis mit der die Mitten der lioriioota- 
leD Seilen des Reclitecks verbindeodeii (ierodcn zusammeDlallt; 
duno wird jeder an seiner Stelle die 3 Worte cfleiclizeitig lesen 
können, so lunge der Kreisel roiirt. — Von dieser Dauer des 
Lichteindrucks kuDU man aucli Gehraiicb macben, um die Rotations- 
körper, den senkrechten Kegel, den Cylinder, die Kug-el, das Ell _ 
m\A, das Uyperhuloid und das Parnbuloid dureb Rotation der enU 
tpreclienden ebenen Curven, die man sauber g'ezeicljnet aus feini 
{"anpe uusschaeidct, zu zei^t^n. — Uotirt der Kreisel mit inebrerM 
artii^^n Flügeln belastet im Sonnenscbein, so erscbeint der ScIiaU 
ea von der Ase des Kreisels in den vcrscbiedeneii kuTniileiiieolä- 
en Farben, ulso ^rüii in der Rotalions-Eliene des rotben l-'lügeli, 
iolett in der Ebene des gelben Fliigela n. s. w. 



4. Der Gegensatz der beiden RIektri 
iigenliiijinlicbe Weise in folgenden Versui 
kheibcben von etwa 5 Linien Durchmesser, u 
längen, bervor. [Im die Scbeibcbeu einander 3 
ma einunder zu entfernen, befestigt man dii 
s Zirkels dessen i 



täten tritt auf eine 
len mit 2 Stunniul- 
, die an Coconfaden 
r zu nübe'rn oder sie ' 
dieselben mit elwaä - 
VacliB auf den Spitzen eines Zirkels dessen einer Schenkel an 
iinem horizontalen Gegenstnnde ixit Bindfaden befestigt wird, und 
lessen zweiter Schenkel sieb in derselben borizontnlen Ebene be- 
legen lüsst. Elektrisirt rann die beiden Stanniolblättcben mit ' 
rieicbiirliger Elcktricilat, so divcrgiren die Coconfaden. aber dio 
lläticlien kehren ihre breiten h'lücben einander zu; werden sie da- 
gegen mit entgegengesetzten Eleklriciläten geladen, so kunvrrgl- 
ea die Fäden, aber die Scheibeben stellen sieb so, dass die tTben^ 
les einen in der Verlängerung des andern liegt. Diese letzte Steli 
ug tritt auch ein, wenn diis eine Scheibeben nicht elektrisirt ist^ 
MBii des Gesetzes der Vertbeilung. 

^BL Cm zu zeigen, dass die erhitzte nlmospbärische Euft eitf 
B^ Leiter der Blektricität ist, entlade man eine Leidner FlascbO 
9f ddss der eine Kno|>f des Ausladers, eine LrcbtSamme und der 
inopf der Leidoer Flasche ein gleichseitiges Dreieck bilden; dann 
reht der elektrische Funke nicht auf dem kürzesten Wege, vom 
Mtop fe der Leidner Flasche zum Aushider, sondern durch die bei. 
■nndern Seiten des Dreiecks, vom Knojife der Leidner Flasche 
Hn Flamme und von da zum Ausliider. 

Pft. In der Lehre von der Elektricit'ät wiinschte ich beim Vn. 
mehte von folgendem leicht anzustellenden Versuche Farudey's 
•esmach gemncbt. Wenn man durrb *2 Platinspitzen, woeu 2 
It&ckcheD des feinsten kauBichen Plnlindrntlis hinreichen, dii- Elek- 
ricitäten des positiven und negativen Cunduklors einer gewöhlichen 
Elektrisirmagcliine über ein mit Jodkaliumlosnug befeuchtetes Pa- 
H'cr entludet, so dass die vertikal gestellten, obngefäfar 2 Zoll von 
ilnander entfernten Spitzen das Papier unmittelbar berühren, so 
sich das ausgescbiedene Jod an der positiven .Spitxe, wie es 
f bei der Anwendung Eines Plaltenpuars einer Voltaschen Kette 
■lieht. An der negativen Spitze zeigt sich kein brauoer Fleck. 
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Sobald aber beide Spitzen um eine klejne EDtferaDDp; von tiem Pa- 
piere abstellen, so daas kleioe elektriscb« Funken vun den Spititi 
xn dem befeuchteten l'a|iier überBchlB|^ei] miisieo, alsilaan zeigti 
,stcb unter beiden Spitzen braune Flecken von dem an beiden Sül- 
len freiwerdenilen Jod, welches die aus der atmospbäriscbea Lnft 
durch den elektrischen Fnnken gebildete Salpetersäure aus den 
Jodkalium ausgcscbieden bat. 

7. Als Segnerscben Wasserkreisel benutze ich eine un elnein 
Faden hängende oben offene BSbre vnn Messin^blecli mit 2 hori- 
zontalen diinnen Röhren, auf welche 2 kurze rechtwiiikticht gelia- 
gene Röhren aurgepnist sind. Bilden die borizantalen Rühren mk 
ihren uufgcpasäten .Stücken die Form eines Intciniscben Z, so ti^ 
folgt Drehung, bilden sie die Farm einer Klammer, ao erfolg 
Stillstand. Für denselben Zweck dienen bei der Clektricität 2. ig 
ihrer Mitte mit koniachcu \'crtiefiingen rcrachcno Messt ngdrähte, 
oder eine freie, auf ihrem Hiitcheu schwelende Muenetnudel, n 
deren Enden rechtwiuldig auf die Axe der Nudel i! geradünif;!« 
Stückchen Stanniol angedrückt werden. Lässt mon den ZCörmg 
gebogenen Draht im Runkeln sich drelien, so gewahrt man eioin 
hcmerkenswerlbe Erscheinungen. I)a das elektrische Licht ein diB- 
continuirlicbes ist, eine l.ichtentwickelung mit Lichtpausen, » 
zeigt das elektrische Rad keinen ununterbrochenen Kreis, sonderg 
eio kreisförmiges .Struhlengeflccbt, gebildet aus lauter Strahlei* 
büscbeln. Urebt man die Scheibe der ElektriEirinaschiue InngEan, 
so treten nur einzelne Struhlen in der Peripherie des Rades ber- 
vor, bei schnellerer Drehung dtT Scheibe wird das Geflecht imnet 
dichter, aber man kann noch immer die einzelnen Strahlen unter- 
scheiden. Wird in die Nähe des elektrischen Rades eine 2te elek- 
Irische Wirkungssphäre, i. B, der Knopf einer geladenen Leldntr 
Flasche gebracht, so fehlt in der Wirkungssphäre die Ausstroninn|t, 
folglich auch das Licht, und der Strahlenkreia isr an dieser Stell« 
nnterbruclien. Halt mnn den Drabt der Leidner Flasche ohngefahr 
in die Richtung des Durchmessers des elektrischen Rades, entweder 
einige Linien ober- oder unterhalb 'der Roialioos- Ebene, so liU 
der Lichtkreis an zwei eolgegengeselzten Stellen zwei Ooter- 
brecbungen des Lichtes. 

H. Wenn man eine sehr starke Bntwickeluug von freilich we- 
niger reinem Wassers tut! gase hohen will, so legt map zu des 
Zinkstücken kleine eiserne Kugeln oder Nägel. Dann vermehr! 
die Conlact - Blektricität die Fntwickelung des Wasserstoffgases 
auf eine ausgezeichnete Weise. 

9. Uesilzer von Voltascheu KRuleo nus einzelnen Kupfer- uii4 
Zinkplaltcn tbun am besten, dieselben Paarweise zusamniealiillieo 
au lassen. Die Säule kann dann mehrere Stunden hindurch mit 
stets wachsender Wirkung benutzt werden, wenn man sie oft um- 
baut und nur dafür sorgt, dass die Salmiuk-AuBösung, die jedei. 
mal aus den Tuchplatten ausgedrückt wird, von Zeit zu Zeit durdi 
Zulegen von Salmiak in einem gewissen Grade der Cancentratiai 
erhalten wird. Je stärker die Kupfer- und Zinkplatten oxjdllt 
werden, desto stärker wirkt die Säule. Mao thut daher gut, s. B. 
die Glühversuche bis zu einer der letzten Aufstellungen aufzuspn- 



Daa Umlegen der Platten gesdiieht in wenig Minuten, ila ei . 
Faulcben Versnebeo nicLt an hüllrckben Händen fehlt. Sind die 
Platten nicht unaamment^cüilliet, so kann die I^aule nur Eia Itlal 
G^eliraucbt werden und <lie Platten mÜNseu, ehe sie wieder in der 
Üägle thätig sein iiünneu, zuvor gereinigt werden, da beim Cmle- 
^ea das Kiniretca vnn saurer Auflösung zwisclicn die Platten, di« 
lieh immer mit blanker Oberfläche heriibreu sollen, nicht gut ver^ 1 
niedeu werden kann. 



10. Wenn man in veri 
kn, etwa Kunfermiinzrn in 
fleigen die Wasserst »ffhlascl 
l>al aufwärts, sondern auf ei 
Kraft vom Rande sie nach der ftlilte 
nerkt diese Erscheinung auch bei dci 
Zinks in verdünnter Ncbwefeb " 



•11 Platin 



nter Scliwefelsäure ku[iferne Schei- 
TÜbrunff mit Zinkstücken bringt, so 
1 des Ku|ifers am Rande nicht verti- 
m gekrümmten Wege, als wenn eine 
' Mitte der (Scheibe triebe. Man bfry 
bhängigcu Auflösung des | 
Mb* 



steigen die Bläschen vum Rande vertikal i 



^B)|i. Hit einem etwas grossem Magnete in Hnfcisenfurm knnfi i 
Wr die durch Vertbeilnng im Eisen Iteri'orgebrucbte Aniiobnng 
Ina' Abstussung des gleichortiifcn und ungleichartigen Mtignetismus 
luf eine recht augenfällige tVeise zeigen. Man legt über den mit 
leiden Polen horizontal (;e1e)iten Magneten eine denselben ganz 
«deckenilo Glastufel und nn die Krümmungsstclle parnllel der durch 
lie beiden Pule gezogenen geraden Linie etna 3 wobi ahgedrchta ' 
'jlinder von weichem Eisen von wenigstens 1 Linie im DurchmeHr' ' 
er, und solcher Länge, dass jeder Cjlinder die llreile des Hu&. , 
isena überBpaniU; dunu gehen die eisernen ('ylindcr zu den Polen 
lit beschleunigter Bewegung, eilen darüher hinaus, kehren surüclc \ 
nd bleibeu, jedocb immer getrennt von einander, in den !Stellun-i ■ 
en, Tvelche durch die gegenseitige Ahstoasung ihrer gL'ichartigeq 
hutpetismen und der ungleichartigen des nächsten Pols bedingt ' 

Wl' 

^BS. Zur Erläuterung der Mogneto-Elektricität nehme ich 2 
Hnspiralen von Kupfer mit Seide umwickelt. Die beiden Bndea 
Mer Dratbspirule. die geriide so gruss Ist, dnsa in jede ein PoL 
Ines hufeisenförmig gekrümmten Magnetstabes gesteckt werden 
aon, können in die beiden Quccksilbergefasse eines Galvanometers - 
elaucbt werden. Indem man die 4 Dnibienden der fipiralen in 
teigneter Weise mit den beiden Quecksilbergefässen des Galvaoo- 
leters kombinirt. lässt sich zeigen, dass zwei gleiche und enlge- 
engesclzle elektrische Ströme sieb aufheben, zwei in derselben 
llcbtung fliessende elektrische Ströme sich in ihrer Wirkung ver- 

Igln, wobei immer dieselben durch die beiden Magnetpole er- 
Hi Ströme in Anwendung kommen. 
13. 



Wenn i 
sfindlich ist, ii 
I bemerkt man nach einiger Zeit an 
UMcbst gelegenen Stellen des Glast 
*~~tefdampfes in tropfbarer Gestalt. 



eines Fensters, durch welches man die Aussicht auf Gebäude 
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bat, zniBcbeD denen freier Himmel hlndurcliblickt. so bemerkt man 
in der Form der Begränznng dea Kiedersclilags einpn EinHusB der 
Conliguradon der licbteD und dunkeln Steilen, welclie die Aussicht 
des Friisters iteElimmCD. Steht das Glusgefasa in 'einem das. 
scliranke, so gewaiirt mau auch an der dem Keueter des Glaa. 
Bchrauka und dem nüchEteu Stubenfenater zu^ewandlea Seite eine 
Verdichtung des Wusserdamiifs , vrei) daa zunacljst beüuilticbe Fen. 
Bter des Glasacbrnnks durch Ausstrahlung der Wärme gegen das er- 
kaltete Fensler des Zimmers abgekühlt wurden ist. 

M. Die gewähnlicbeo Luft[iumnen reichen hin, um selbst bei 
' von +15° B. das Wasser zum Gefricreu id 
I steht über die OeiViiung des Tellers der Lutt- 
unmpc eiuen offenen einige Zoll langen Glas-Cylinder, legt darauf 
ein UhrgliiB, an dessen Kund 3 WächskügelcLen geklebt werden. 
Darauf wird etwas Wasser in das I'hrglas gegossen und ein zwei- 
tes gleich grosses Ubrglas auf die Wacbskügelchen gedrückt, wo- 
durrl) mau eine Wasserschicht zwischen den beiden Gläsern erhält. 
Giesst man nun etwas Schwefelätlier in das obere Ubrglas, setzt 
Bcbnell die Glocke darüber und evacuirl, so gefriert'die Wasser- 
Schicht in kurzer Zeit. ^ 

15. Dass im luTlverdünntcn Räume eine l.icblflumme crlisclit, 
wird' offenbar Jureb 2 Crsacbeu hervorgebracht. Schliesst man d«D 
ZusammenbuRg zwischen der atmos|)bärjsGben Luft und der Lui) 
der Glocke, stellt auf den Teller der Lufljiumpe eine kleine Schaale 
mit entzüudeleOi Alkohol udor Schwefelätber und bedeckt die 
Schaale schnell mit der Glucke, so erliscbt wegen mangelnden 
OxygPUB die Flamme sehr bald und die Glocke hattet fest an dem 
Teller. Stellt man die Verbindung zwischen der utmoaubäriscbea 
Luft und der Lutt der Glocke wieder her, so dringt die ausser« 
Luft börbiir ein. In den uipisten Fällen wird die LicbtQamme schon 
durch Verbrennung des Ox)gens erloschen sein, ehe niich die Lufl- 
verdünuung dazu beitragen kaun. 

16. In der Lehre von der Elektricität ist es ebenfalls nicLl 
genau, wenn man sagt, dasB bei der Entladua^ verstärkter Blektri- 
cität über Wasser die Kugeln des Ausladers erheblich weiter von 
einander entfernt sein können . als ohne dasselbe; denn es kommt 
offenbar auf die Summe der Brhebungen der Kugeln des Ausladen 
über die Wassertläche an, und diese Entfernung wird man ziemlich 
gleich Jener linden, bei welcher der Funke einer elektrischen But* 
(erie ohne Hinzuziehung einer Wasserfläche von einer Kugel des 
Ausladers zur andern überschlagt. 




XXV. 

EVeiie Unters iiclmii gen über die Bestimmung; 

einer gleichseitigen Hyperbel vermittelst vier 

gegebener Bedingungen. 



Heri'ii Fr. Seydewitz 

Oberlehrer am Gymnasium 2U HeKigensCadi. 



Die ,,Recberclies sur la delermiontion d'une iiyperbole ^ijoita- 
'-'ua nnyen de quritre cüD'litlons duDD^eSj |iar AI. il. Brian- 
1 et l'oncelet" im llteü Bunde der <>ero;unne'scliaa Anna- 
de Math^matiques, pog. '20j— 220, folgten auf eine äbuliclie 
AbKandlung im Strn Bunde derselben Aonitlen, in welcher Herr 
Coste Brianchoirs KiinsIruktioDen der Ke^etscbnilte auf den 
besubdern Füll der Parabel ungenundt balle. Wahrend aber die 
Utzlere für uns kein InlereEse weiter als das von rorulloren dur^ 
bietet, welcbe durcb Annahme einer UDenülieh. entfernten Tangent^ 1 
Bnter fünf Be<lingungs- Elementen sieb unmittelbar uns bereits ge-^ 
lSst«D allgemeinern Aufgaben ableiten lassen, entspricht die ersten 
äncb jetzt nocb einem wesentlicben Bedürfniss der WisseD schüft, 
indem die allgemeinere Aufgabe, einen Kegelschnitt vermittelst 
des Asymjjtotco-Winkels, m beliebiger Punkle und 4 — m beliebi- 
ger Tangenten zu bextimmen, soviel ich weiss, noch nicht cur lir- 
ledigung gekommen iai. In dem Folgenden sollen diese Unter- 
suchungen furtgesetzt werden. A'orber aber dürfte es angemessen 
erscheinen, die in jener Abhandlung entbnltpnen Aussagen, deren 
Beweise eine recht iiaaaende Cebung für Ncbüler sein werden, hier 
kurE ins tiedächtnies zurückzurufen. 



Lehr; 



In 



Dreieck ist der Durchschnitt der drei Rüben ein PudVi 

&. lu jedem, einer gleichseitigen Hyperbel eingeschriehenen 
reell twinkligen Drcipck ist die der Hypotenuse enlsiirecbende Hübe 
'ioe Tangente an der Curve. 

Thdi III. ir> 
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e. Lest m&n durch jedeo der MitlelpuDlite zweier Selineo 
moer gleichseitigen Hyperbel, oder aucb durch jeden von zwei be- 
liebigen Punkten, oder durch einen der ersteren und durch eioeii 
der tetzteren bezüglich eine Parullele mit der Sehne oder mit der 
harmoniscben Folaie des iinderen Punktes, so gebt der Kreis, 
welcher diese zwei Punkte und den Durchsclinitt der beiden Parol- J 
lelen enthält, durch den Mittcljiuukt der Curvc. | 

i/. Ist TOD drei Punkten ein jeder in Bezug auf eine gleick- I 
seitige Hyperbel der barmonische Pol der Geraden, welche üt j 
beiden anderen enthält, so gebt der durch diese drei Punkle be- 
stimmte Kreia durcb den Mittelpunkt der Curve. 

e. Der Ercis, welcher die drei Uurchschnitle der Diagonalea 
eines vollständigen Vierscita enthält, geht durch die .\1iltelpuDkti: 
der diesem Vierseit eingescbriebeneo gleichseitigen Hfperbelp, 

/. Der Kreis, welcher die drei Durcbscboittc der (legenseiten 
eines vollständigen Vierecks enthält, geht durch den Mittelpunkt 
der diesem Viereck umschTiebenen gleichseitigen Hyperbel- 

g: Die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, welche 
einerlei Dreiecke umschrieben sind, liegen ouf dem Cmfange dea- 

Kiuigen Kreises, welcher durch die Fusspunkte der Höben direes 
reiecks gebt, und der zngleich auch die drei Seiten und die A b- ' 
stände der Ecken von dem Hübenpunkte des Dreiecks hälftet. 

Aufgaben, 
welche durch diese Sätze gelöst worden sind: 

Eine gleichseitige Hyperbel zu beschreiben, von welcber<| 
«) 3 Punkte und die Tangente in einem derselben; 6) 2 I 
und die Tangenten i^ beiden; c) 2 Punkte, die Tangente in t 
dieser Punkte und irgend eine andere Tangente; </) 4 Piii 

■ «) 3 Punkte und eine beliebige Tangente; /} ^ TangenteD 1 

«■!■ 

Sind (Taf. IV. Fig. 1.) S//, S^ die Asymptoten einer befl 
gen Hyperbel, und aa,, tb, zwei beliebige Tangenten derseP 
^ welche den ersteren bezilgUcb in a, b\ a,, £, begegnen, 

■ tekanntlich die Geraden ab, und a,b parallel, und man b 
räach, wenn noch durch den Durchscbnilt C von aa, und M,1 
E Geraden Cp, Cq mit den Asymptoten parallel gezogen werdenfl 



also ap .6p^ 



aC : a,C=6,C : bC=S 
ind macht man tp^Sp, so 




Sa : ta=Sp . [Sp +pa) : gp . (»p ^pa) = 
pa . (pÖ-\-Sp) : pa . (pS — *p):=: 
Sb : tb, d. h. 
die vier Punkte S, a, », b und demnach euch die vier 
CS, Ca, Ca, Ch sind harmonisch; und da das NänÜche Toaj 
vier Strahlen CS, Cp, Ca, Cg gilt, weil Cq\\Sp und Sp = 
d» ferner zur Bestiminung der Strahlen Cp und C^ der FudIi^ 
nnd die blosse Bicbtang der Asymptoten hinreichen, a ~ . 
,ge zweier Strahlen CS, C* vollkommen bestimmt ist, wenD^ 
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Wir können diia iu Rede stcbende Sjstcui sweler (leradeta 
leicht vermittelst des Uluasen l.ineaU und eines festen Kreise 
struiren. Sind nämlicb (Tiif. IV. Fig. 3.) die LinicDpanre Ca, Cof J 
nad eil, a, gegeben, uod ist eine Lettpbige tieradu jJ ^^logeatj 
welche von ihnen in den en (sprechenden Punkten a, a, ; i, A, gv>«| 
icloitt«!! wird, io verbinde miin diese Pnnkle nüt eiaetu beliebigen 
Punkte ß des Uülfskreises durch die Geraden a, »,, &, i,, wcl'cha 
ibn zum zweitenniDl in den eutsprecbenden Punkten a. «,, ß, ß, 
schneiden; ziehe sofort die Geradeu aß und (i:,|S, oiler &" und ^'o, 
welche sieb im l^inkte a„, und die Geraden uß, und a,ß oder £", 
und fio, welche sieb im Punkte (¥„ kreuzen; ziebe endlich die Ge- 
rade a^ßa, die dem Kreise in den Punkten y und ;*, begegnet, und 
Terbindt! die leteteren mit^.0 tlurcli iwei Gerade c und c,, welche 
die Gerade A in den gleicbnamii^en Punkten schneiden. Zuletzt 
liebe man die Geraiteu Ce und Cc,, so sind dieselben sowohl mit 
Ca, Ca,, als mit CA, Cli, barmoniscL. 

Denn zieht man neck die Geraden uy, ay, und a,;', a,Y, oder 
e*, c", und «„, c'a, so tind der Reihe nacli folgende Doppelvec* < 
bällnisae einander gleich: 




oder mit Worten: Es sind der Reibe nach die 
8truhlbüscbel B, a, die Gerade a^ß^, die StrnhlbÜE 
die Gerade A in Ansehung di:r eDtsprechenden 



Gerade A, die 
:bel a„ B, und 
Hleinente li, c. 



und l,,. t 



eifjt . 



prujckliv'iscb; fulgti(.'b iat aucli 
n Ansehung der entsprechenden 
'i, r, priijektiviscb; also lic : ^f, 



narnns folgt, d«sa ancii die Strublbiischcl Ch, Cc, Cd,, Ce^ upd 
Cr, Ce, C(i„ Cc, beide hnrmonisch sind. (Vgl. Steiner'a Abb. 
srnut. Gest. §. 17. II., $. 46. Hl. und Geumetrische Kon- 
struktionen §. 20., Aufg. 4.). 

Für Jen Füll der gleichseitigen Hyperbel ist der Asymptnten- 
ninkel ein rechter, fulglicb ('l'^ot'. IV. Fig. I.) Cp aenkrecht uuf 
A> >iQd W. SCp = \S. *C/>-, uläo; 

15* 
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ande 



eLälfl« 



elpuDkle 
i gegebe 



Winkel Lüde 



cl> di« 



RicbK 



Mmml: Dinn nuf der Verlang'eriing' von (^ 
eioeo Punkt Min ao, dusa ßfp . C// ^ trp . &// = A'p^ = gfi' , s* 
ist AW;/<xcoAQ'*. I'"' A^^'-cwAO'«; "'«(■ W. a J/;> =: W. f^ 
und W.ot>' = »'. ^-5;»; folglich »ucli W. aii^W. af>M=H. 
und W.oA'6 = W. a;iC'= /t. IlemDacli ist ^ der Holienpunkl ilei 
Dreieka CoÄ. Feri>er ist W.IUSC ein recliler. weil !ap.C^=Sf, 
und ea ist MS' = l»p . JUC= /UA- . Mi. Beschreibt man alto 
um ^ mit MSr=Ma, aU HulLmesser, einen Kreis, welcber C» 
io T und / sclinridet, su iat J»T> = Mt^ = MA: . MO, ati« 
W. A/7"Ä = ff. Mt/,7=H. DeinnHcl, sind nidit nur CS und Ci, 
BOtidern tiucl> liT und Af TangeDleo dieses Kreises, und jede Eck« 
des Dreiecks Cab ist deniiutulge der liaruiouische Pul ibrer Ge- 
genseite. Aus diCHcm Grunde uennen wir dieaen Kreis den to 
dem Dreiecke Cmfi , (welcliea immer atumpfwinklig seio mam), 
lugebörigeu barm onischeo Kreis. 

Denken wir una jetzt drei Gerade a, 6, c gegeben, und »u 
ihren [turcbacboitten J), ß, C drei beliebige Parallelen />. Pt,p, 
gezogen, su liegt cucb dem \urigen ilcr Hittelfiunkt ciuer gleicb- 
seitiften Hyperbel, welche die lieraden a, 6, c berührt und dereo 
eine Anyinptote mit p, p,, p, einerlei HicLtung hat, auf einer tob 
zwei Geraden S und «, welche mit c und b barmnniscb sind, nkiI 
einen Winkel einachlieasen, der von p gebälftet wird; ebenso abet 
auch auf einer von zwei Gerudeo S, und «,, und wieder aufeiu« 
von zwei Geroden iV, und «,, welche resp. mit c und a, mit « mi 
l barmoniscb sind und mit einander Winkel bilden, die von 
von p, gebalflet werden. Diese drei Paar Geraden schneiden 
alao in denselbeu vier Punkten (T, er,, <;,, a,. Ferner ist von 
in Tuf. IV. Fig. 3. näher bezeichnelen Winkeln 

«*, =pS^ —pS und *#, =p,tt —p,9-. 



p\\p, und \9.pS=-W.pt, W.p,*,: 



W. pS-=yf. pi = Vi.p^t und W.p«, =W.;»,Ä, =W./.,#,i 

folglich ist W. Ä'*|=W. «*, und ea liegen demnach die «« 
Punkte ff, ff,, ff,, <r, auf dem Clmlange eines und desselben Kiff i 
ses. In Bezug auf dieaen Kreia aber aind oll'enbar die Kckeu 
B, C des von a, 6, c gebildeten Ureiecki die barmuniscben I 
ihrer Gegenseiten; er ist bIbd der zu diesem Dreiecke zugehanfl i 
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nptoten'RicbtuD^ 
Inog, wenn muD die voo deu Geare 
gebildeten Winkel h^U'Ut. 

AomerkiiDK- Im Objgeo liegt zu 
Herrn Heinen iin 3. Bande dea Crerie'scheD JouroaU be- 
kannt gemacbten Satzes, daüs in einem Kreisviereck die sechs Li* 
nienpaare, welcbe die von den Gegenseiten und von den Diagona- 
len gebildeten Wiakelbälften, drei zu drei parallel sind. 

J. 3. 

eben betrachteten Geraden a, i, c 
i zwei Rechten bilden, so falten die 
von einer beliebigen gleichseitigen 
oder und mit dem Uurcbschnitte 
t einem gegebenen Tunkte zusammen. Fallt 
man von diesem Punkte, z. B. ^, eine Senkrecbte auf die dritte 
Gerade a, und errichtet im Durchäcbniite von a und 6 (uder e) 
auf & (oder c) eine zweite !Seukrecble, so stellt der Durcbschnitt 
dieser beiden Senkrechten aucb jetzt noch den ftlittcl|iunkt, und 
der Ourcbacbnitt von a und 6 einen Punkt des §. I. and $. 2. be- 
sprochenen Kreises vor, und wir erhalten, nb Corullar des vori- 
gen, noch folgenden 



LaBsen wir zwei der i 
Bit einander einen Winkel ^ 
beiden Punkte, in welchen sie 
Hvperbel berührt werden, mit e 
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der einen und die Richtu 



nd die Richtung einer Asymptote; e) 2 Tai 
ilire BeruhningspnDkte-, ti) STanifei 



Asjmiitote; e) 3 TiiogeDtcii und deu 
UerüLruugsiVuDkt der einen;/) 4 Tung^enten kcnnt- 

Es lassen sich nämlicli immer zwei Oerler des Mittel iiuoklrs 
der gesucliicn Hj|ierbe), und vermitlelEt dessen soduEin Alles Boilcre 
flTidcn. l'eljrigens wird mitn bemerken, diiss die Aufgnben a). ii) 
und il) nur besondere Fülle der scbon gelüsten tillgemeinercn sinü^ 
a) einen Kegclsclinitt zu bescbreiben^, Ton welrliein man «iuto 
Punkt, drei Xeliebige Tung^^nicn und den UerüLrunKsiiunkt der 
einen; 6) 'i Punkte, *2 b<-1ieliige Tßn^eniea und den tterüfarungs- 
punkt der einen; //) 2 Punkte und 3 Tungenleu kennr. Feruer 
ivird man finden, duss nicbt nur die Aufgaben c) und/), Kundern 
Duch, Wiis sie aeiber nicbt bemerkt zu Imbeo aclieinen, die Aufgabe 
e) vermittelst der von den Herren Brianciion und Poncelet ent- 
deckten Sätze aufgeliisl werden künuen. Bilden nämlich zwei Seiten 
einea um eine gleichseitige Hyiierbel beschriebenen Vierieils mit 
einander einen Winkel von zwei Rechten, so erhält man, wie sehr 
leicht einzusehen, als Zusatz zu dem oben unter e angelührten 
Satze noch den folgenileu: 

Sati 5. 
Die Mittelpunkte derjenigen gleichseitigen Hyper- 
beln, welche drei gegebene herade, und zwar die eine 
iu einem"^ gegebenen Punkte berühren, liegen auf dem 
umfange desjenigen Kreises, welcher die Verbindungs- 
linie des gegebenen Punktes und des Durchschnittes der 
beiden nndcrn Geraden in dem crsteren Punkte be- 
rührt, und die dritte Gerade zum zweitenmal in einem 
Punkie H<:bneidct, welcher zu ihren Uu rchacbn iltspunk - 

nen Uerührungspunkte der vierte harmonische, und 
zwnr dem letztern zugeordnete Punkt ist. 

Und auf ähnliche Weise liessen sich aus den Lehrsätzen / und 
g noch folgende herleiten : 

Satz 6. 
Der Mittelpunkt derjenigen gleicbseitigeu Hjp 
bei, wciclie dnrcli drei gegebene Punkte geht und 

-'- ■ ■• ■ ),rt_ ij, 

letztei 

raden ait 

)indüngslinie der beide'ii andern Punkte ent- 

1 diejenige Gcrude berührt, welche zu den Vsr- 

Hiuien des einen mit den beiden onderen i 

Punkten und zu der gegebenen Geraden iler 
armunische, und zwar der letzteren zugeori 



t Sti 



Die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hype 
welche durch twei gegebene Punkte gehen, n 



rade lierührea 
uf dem Um 

durch den gej^ebenea Beruh rungsp'uiikt, durcL den Fuas- 
{lunkt der, tod dem aadeni ^egclicncD Puuktc nuf die 
HegcbeDc Gerade gefällten ISenkrecbten und durcb die 
ülitle dea AbstaDdes der beiden gegebenen l'unkte von 
fiDftnder gebt. 

Eaillicb dürfen wir nicht übcrHeLen, duss in den Aufgubeo /), 
(■} und r) einer der Krciüe, der zur ICeätimmuDg; des Mittelpunktes 
[ler geeucbten Kurve dient, sieb durcb eine Gerade ersetzen lässt, 
Dean iiucb dem bekannten Newton'scben Satze liegen ,,die Mittol- 
,,[iunkte aller Kegelscboitte, welche vier gegebene Gerade beruh- 
»rea, uuf derjenigen geraden Linie, welche die drei Diagonulen 
„des von jenen gthifdeien vollständigen Vieraeits bälftet;" und 
demzufolge „die Mittelpunkte aller Kegelacbnittc, welche drei ge- 
„gebene Gerade, und zwar die eine in einem gegebenen Punkte 
„berühren, auf derjenigen geraden Linie, wekbe die Ictzlere Ge- 
„rude und den Absland des gegebenen Punktes tarn Durchschnitte 
,,der beiden anderen gegehcnen Geroden hälftct;" und endlieh 
„die Mittelpunkte aller Kegelschnille, welche zwei gegebene Ge- 
„rnde in zwei gegebenen Punkten heriihrcn, ouf derjenigen gem- 
„den Linie, welcne den Durchschnitt der gegebenen Geraden mit 
„den Mittelpunkte des Ahslandes der gegcl)eneu Punkte yun ein- 
„iinder verbindet." 

Anmerkung 1. Vier beliebige Gerade bilden vier Dreiecke; 
sUo liegen die niittel punkte der gicicbseitigeu Hyperbeln, welche 
dieae vier Geraden beriihrea, nacn Satz 3. uuf den Umfangen der 
Tier, dieseo Dreiecken zugchürigeu harninniscbcn Kreise. Verhiu- 
Icn wir hiermit den Lehrsatz e und den Kewtou'schen Satz, so 
i^ibt sich; 

Satz S. 

Die vier harmonischen Kreise, welcbe zu den von 

lyler keliehigen Geraden gebildeten Dreiecken eehören, 

^tvwte derjenige Kreis, welcher die Dn rchacbni tte der 

BiagOnalen des von diesen vier Geraden gebildeten 

roUständigen Vierscita enthalt, hnben diejenige Ge- 

fride, welche diese drei Diagiinalen hälftet, zur gemein- 
«chaftlicben Sekante. 

Zugleich begegnen wir hier, zunächst für stumpfwinklige Drei- 
ecke, dem von Herrn Heinen an der scbun eugcrübrtea iiitelle be- 
wieKneu Satze: 

Satz 9. 
Die Rbbenpunkte der vier Dreiecke, welche von vier 
beliebigen Geraden gebildet werden, liegen io einer 



Fälle sind. 



kung 2. Die Aufgaben e) und c) fllbren zu äbnlichen 
la die vurigeu) von denen sie im Grunde nur besondere 

i 3. Ana $. 1. AnmerU. und $. 2. ergibt sich 
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ich diese leu 
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nd diese vi« 


Punkte liefen i.nfde 


Dl ümfansre 
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Durch den 3teD Sat 
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\a den Stund gs 


aelit, für den Fall, wenn 
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en und ei 


n beliebiger PunK 


einer gleicLseitigcn Hype 


rbel gegelcD 


iud ^ eine Aufgabe, wel.^ 


iD der ,geDanDlcD Abliu 
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unerlediEt 


gellieben isLJ 


einen Kreis zu zeicLnen 


, ivelclier den 


Miltelpuiikt derselben ^ 


bält. Es ist mir aber n 


icht irelungeD 
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diese« Miltelpunktes zu 
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Iren Regelaclid 

tat, di? 3 gJ 
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Hyperbel zwei Tangenten und zwei beliebige Punkte gegeben 4 
SU sehe ich mich genolhipt, denselben einer besondern Unier«lielr 
zu unternerfen, weil sich hier in die Abhandlung der Herren Ilri 
chon und Piineelet eine ['nricLttgkeit ei ngesch lieben hat, we 
durch Herrn Gergoone selbst nnch verschlimmert worden iafj| 

Krstere behaupten nämlich {i. 218 ohne Beweis, 
„telpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, welche zwei gegeH 
„Tiingenien berühren und durch zwei gegebene Punkte gebei^J 
„einem einzigen Krcisamfunge liegen;" und hiermit ttherei 
liieud pag. 219; „daas die Mittelpunkte aller Kegelschnitte, 
,,zwei gegebene Gerade berühren und durch zwei gegebene Pnfl 
„geben, iiuf einem andern Kegelschnitte liegen, welcher den Dia 
„schnitt der beiden gegebenen Geraden, den Mittelpunkt des S 
1er beiden gegebenen Punkte und den Mittelpunkt 1 
,.durch die crsteren auf der \erLind'ungslinie der letzteren beatifl 
,,ten Segmentes enthält." 

DHgegen kommt Herr Gergonne in demselben Bande ~pit«9 
durch analytische Belrai'htungen zu dem Resultate, dass der P 
lere Ort weder ein Kegelschnitt, nuch ein System 
Kegelschnitten., sondern eine Cnrve vum 4(en Grade s 
Wir werden sehen, daas im ersten Satze ein System vom i 
id im letzten allerdings ein System vun zwei fiil 
scbnitlpn zu setzen ist, was, soviel ich weiss, noch nicht syJ 
tisch bewiesen wurden ist, und eine passende Gelegenheit darbi^ 
die Vorzüge der Steiuer'schen Methode an einem BeispielftI 




en (Taf. IV. Fio 
lAaea Kegelschnittes, Bei, 



\.) B, B„ a, h V 
B^^: die Tongenlei 



r belieb] 



eliehige Pu 
B, B„ w< 



Fuji 




ran der Gerailea ab to dcD Punklen tl, e i^escIioitteD werdeoi 
fimer aeieu die Geraden Btt, B6. B,a, B^b reioa^en: ta sind, 
gscli Steiner's Abh. geom. Gest. Tb eil I. §. 38. fil; die SfroLI- 
I lillschei B und B^ in Anseliun^ der ents|ir«cbeudeii Struhlea Ba^ 
86, Bd. Bli^ und B,a. if,!,, B,B, B,c projectiviseh; dus 
prstero über ist mit (ipr Geraden nfi in Ansehung der.eatBiireclien- 
Irn Elemeute Ba, Bf-, Bd. BB, und a, 6, d, f, und dna zweite 
mit derselbeu Geraden in Ansebuag der enlsureciieudeu Elemente 
B.a, BJ>, B,B, B,c und a, b,f, c perspektivisch; oIbo ist diese 
'■erude mit sieb selber in Ansehung der eutsprechenden Punkte 
n, i, rf. /und «, b,f, c priijektiviscX; (Abb. ge um. Gest. $. II. 

•^ €-—^ ?5 I "/* _ nd ._ae 
bd' lif~ bf bc bp~ bd.be' 



af c/.ai/ 

P" df. eb' 



.Sind also die Paukte a, h und die Tuugenten Bd, B,c gegeben,'* 
90 sind die Verbältnisse ^ und A, und somit der Punkt / gege- 
Len. Offenbar ober gibt es auf ab zwei solche Punkte, näinÜch / 
und f,, wovnn der eine auf ab selbst und der andere auf ihrer 
Verlängerung 'liegt, und es ist 



EFobl I 

nur< 



\\m hat mui 


^=^u„d^=^. 
1 den 




Satz 11. 


Die Be 


riibruDgssehnen aller ke^L 
bene Gerade berühren, und 



beide 



cn Punkte 
Punktei 



als 



r letzte 
'eiden gegebenen Geraden burmoniscb sind. 

Verbinden wir jetzt die Punkte f und fy mit dem Durch- 
chnitt« A der beiden Tangenlen durch die Ger:>deo Af und ^/„ 
■0 iit jede der letzteren die harmonische Polare des Punktes /*, f■^, 
n^lcher der anderen ongehört. und zwar in Bezug auf alle Kegel- 
'cbnitle, deren Beruh rungssebnei) durch diesen Punkt gehen. Wir 
loDDeo also hier den öligen Lehrsatz c. in Anwendung bringen. 
I,.'gt man nämlich durch die Mitte m der Sehne ab z. B. mit ^/, 
*ine Parallele, und durch den Puukt / mit ab eine andere Paral- 
lele — , so liegen die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, 
VFcIcIie die Punkte a und b enthalten und die Geraden Ac und Ad 
herähren, und zwar so, dass die Berübrungssehne durch den Punkt 
^ gebt, auf dem IJoifunge desjenigen Kreises, welcher die Punkte 



wm 



m, f UDÜ den DurchschoUt Leider ParaHelen eutliält, d. b. Li€r,ij 
die eine Parallele mit üb zuaanimen fallt — welcLer die am' 
L (isliele im Paukte m berülirt. 



Die Mittelpunkte 



Satz Yl. 
.Her glei 




Uegebeue P, 
fSreiae verll 



^ «taudes der gegebenen P 
e 3) dieselbe Linie 

effen, 



uuf die Umfa 
1 im Mittelp 
von eiuandei 



i;l- 



I DurcbacIiDittc] 
I Ren 



r Ve 



I Punkte ciue Gern 

nicbt uDg^eLörigenPuDkteGUDddc 

chniltes der gegebencD Geraden 

Um nun aucli den zneilen Tliell i 



bcoen Punkt 

ungalinie <i i 

pd d 



rübr 



eiche 



II it 



r Verbii 

igenseitifren DurcL- 
ullel läuft, 
er liebaugitung su be- 
weisen, so ist zunächst klar, diiss die Gerade Ak, welcbe A mit 
der niitte der .■sehne BB^ verbindet, nach dem Mlllelpunkte des 
Kegcischniltes g-ericbtet ist, welcher Ad^ Ac in B, B, berührt. 

Legen wir ferner durch einen der letzteren Punkte, z. lt. B,, 
mit a6 eine Parullele B,p, ziehen B6 (oder Ba), welche ß^p in 
p schneidet, ferner durch einen der Punkle /, /,, z. B. /, die Ge. 
rade fp, welche Ad in r. und sofort ar, welche B,p in 7 schnei- 
Aet: HO liegen im Fünfecke B ^Bdaq die Durchschnitte f und ;> 
der Gegenseiten B^B und ab, B^tj und Bli mittlem Punkte r, 
wu die ftinfle Jieiie a^ von der durch ihre Gegenecke B trehendcn 
Geraden Bd geschnitten wird,, in einer Geraden; al»<u ist, ii"<;li 
Abb. geom. Gest. $. 42. II, dieses Fünfeck einem KegeUchiiiti^ 
eingeschrieben, welcher A4 in /t — sowie, weil BB., durcl> / 
geht, Ac in B, — berührt. Verbinden wir aUo die Miitelpunkie 
m und i der Sehnen af/ und B,if, mier. was einerlei ist, den eiuin 
m init dem Durchschnitte t von B^li und aq, durch die GeriiiU' 
tHii, so geht auch diese letztere nach dem .Mittelpunkte des Keg<'l- 
Bcbnittea BB^ab. folglich liegt dieser Punkt im DurchachnUte 
der Geraden An und m»i. 

Nachdem wir jetzt nucli die Gerade Ak parallel mit BB^ ge- 
zogen, so dnas Ak, Ac. An. Ad einen harmonischen Büschel bil- 
dea: denken wir uns die Uerührungsschiie BB, um deu (ersten 
Pnnkt / gedreht und liiemit die ganze Figur unter den angegehe- 
oen Bedingungen in Bewegung gesetzt, so bilden die Geraden /B, 
Ak, An. Ä.y, fp, bB. ^bB„ afj, aB„ aB, mit um die eol- 
sprechenden festen Punkte /", A, A, den uoendlich-entfernfen 
Punkt auf ab, f. b, b, a, a, a, m eben so viele Slruhlbüscliel. 
welche wir, um die Figur nicht zu überladen, durch die erzeugen- 
den Geraden seiher hezeicliocu können. 

Nun sind die Strahlhüschel /& und Ak projekliviGch<}clei«li|J 
und die Strablhüachel Ak und Aa sind cLeofalls projektiviacli *}' 
Denn c 



pft Und 



r bUileii 



n Involutiiins-Syst 



Sctit 11 



ch-cleicli,J 
ktiviacli T^V 

»diesS 



s\a.ß,4n sin 


B.Ji- """ siii.fi.J«,- 


sin . ff,^ 


enn ^n, uod ^A, z 
iicilljen; als» ist oucli 


wt\ äLoltche Oeradc, w 


B ^/t UD 


1 _.i..j*,,.ta 


. *-<•. ■_- w« . B^t . 


sin . BM, 



, B.An ' s 



TW^Jk' siQ.tf.Ji,' 



Mlcti sind die Stralilbiiachel y^ff uaAA/i prnjekliviscli. 

'Ferner liegt der Strablbiisclicl fß sowohl mit 6B, and B,g, 
Bit f,B perapektiiiscli. Folglicli sind die Stralilltüscbel B,q 

%AB projektivisdi, und zwar |jers|jektiviacb, weil, wenn B i^ 
, dasselbe nucli vun dB gilt. (%. 14). Dess- 

tliegcD Blieb die Slriiblhiiscbel B^g wA fp iierspektiviBch, io- 

■jp eine (ierade bescbreibt, und da aucb die Strahl büscbel /p 
j wegen des [lersuektivisrben Durcbscbuittes ^i/ jirojektiviscb 
■na, so sind der Reibe uacb die Srrabibüsobel fB, 6B„ B,f fp, 
tq, also uucb ÜB, mit aq, und beide mit/fi projekliviücb. Fallt 
ber bBy^ ao fallt nucb ttq mit ab zuBiimnieD; als» bescbreibt der 
"nnkt'« eine gerade Linie, nnd nun sind der Aeibe nueli die 
itrablbiiacbel im«, flB^, fU, An, also aucb vti mit An projekti- 
iscb. Also beschreibt, nacb Abb. ^com. Gest. %. 3S. IV., der 
ttirchscbnitt M dieser Geraden einen Kegelscbnitc, der durch m, 
f und die Mitte von tlc geht, 

Satz 13. 

er KegelBcbnittc, welche zwei 

ren und durch zwei gegebene 

gehen, sind auf die Umfange zweier Kegel- 

vert heilt, welche mit einander deoDurcbscbnitt 

ebenen Geraden, die Mitte des Abstandes der 

en Punkte nnd die Mitte des Segmentes, das 

Lieser Linie durch jeue Geraden bestimmt wirdj ge- 

1 haben; und zwar ist der eine oder der andere die- 

:u verstehen, je nucbdein die 

biDdurchgebt7 oder nicht. 



a S^itema iweier Geraden Ae, Ad einen beliebigen KegelsobnilC, so 
jnd auch jetzt noch die Strabtbui«^bel /ff, Ak unit An der Reibe nach 
'iVJekliTiach-, also beschreibt der Punkt « einen Kegelschnitt, vceluber 
urch den beliebig an ge nominellen festen Pnnkt f nnil ilnrcb den Mit- 
ji^pankt A deü erstrren geht. . Soviel als gelegentliche Bemerkung in 
•^-e 433 des 2tea Theiles des Archivs. 
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f ' XXVI. 
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Ueber die böbern Differentiale der Fun^ 


^^ y = \/a2_Ä2^2. 


- 


^^H 


■ 1 


^^^^^^^^. ' dem Herausgebet-. 


^ 


Um die Itcgritl'c iii lixiren, uelmea wir ao, 
eine positive Grosse sein eoII, so Aaaa y reell ist 
wir BD, daas in <ler GleicbuDg 


da^s «' - Ä 
Ferner neli 


die Quadratwuruej positiv geDomraen werden und a eine pi 
Grösse sein soll. Unter dicker Voraussetzung können wir ' 


: ' y='\^-'^ 




^^^^ setzen, und da nun nach dem VorLcrgcLenden 


■ 

Fflusgeset» 


^^* also aucü 1 — ^r" eine positive Grösse ist. so k» 

gesellt und zwischen — ^w und + jjc geuomn 
dnoD cos stetä eine positive Grosso ist. l>ies v 
OQcb dem Ubigeu 


ij^a cos 0. 


1 


[ Aus der Gleichung 

folgl, wenn man nach a: differeDtürt, 


^ 


L (/ sin » rf sin d d% „ rfS 




^^^h und 


^ 



'^7 

/ 

Ais der Gleichaog « . 

^ = cos 

m 

erbSlt man durch Difl^rentiatioD naeh jp 

^ d cos 8 dB 

rfr — * dB ' djc—'^ 

unI folglich nach dem Vorbergehenden 

^ = — ^ cos 6Hi siD © = — & tang 0. 

[. Differentürt maD von Neuem uach a:^ so erhält man 

^ . ^^,. d sin B dB ^ , ^n^__^ . ^ d cos B dB 

jfz=s — o cos or-i — -jr: — . --- + ^ cos er-* sin ö 






4r* 



</8 



ilr 



1/8 * da: 



= — -- cos 6H1 cos 0-» sin 0* 



= — ~ cos 0-t(cos 0» -h «in 0») = — ^ CDU 0-». 

Mittelst ueuer Differentiation nach je erhält man 

^'y **' .rv. ä cos 6 i/6 

;^=-COS0-4 



i/e 



i£2r 



3A? 



cos 



. ^de 



= r cos 0-* sin 0. 

INSerentiirt man nun wieder nach or, so ergiebt sich 

d^=r— 5reos0-^ -^^. 5^4- "jr cos 0HJ .m -jg- • ^ 



;jr cos 0-4 2j 



i/Ö IW« 



— Y" cos 0-0 sin 0* ^ 
i^ cos 0Hi-^ cos 0-^ sin 0* 



A* 



= — jy cos 0-^(3cos 0»-Hl58in 0») 

=— S? cos 0-^(3 -HlÄsln 0»), 
Hieraus ergiebt sich durch neue Differentiation nach a: 



'W^ 



^ — coH 0-' sin & 

— ~ COB 0-9 Bin ©{3 + 12sin 0«) 
= _^ coa 0-9 sin ©{aScos 0' H-2H- S^ain 0') 
= —^ cos 0-9 sin 0(45 + 60 s)d 0'). 
Durch fernere DifferentiatioD nacli ar erhält man hieraus 
= —^ cos 0-9(45 COH 0+180 Bin ©> cos 0) g 
-^ cos 0-10 sin ©'(45 -»-60 sin 0«) g 
= — ^ cos 0-9(45 -4- 1«0 Bin 0») 

~~- cos 0-" sin 0'(45-^6O sin 0=) 
= — ^ cos ©-11(4,5 cos ©'-»-180 sin 0' cos 0' 



rf^ 



= rr «"S ©-' sin —j^-:- 



rfö * rfj- 



i-405 i 



a ©>■ 



-540 I 



, 0') 



= — 17 COB ©-"(45-1-540 sin ©»+360 sin 0*). 
Siffereatlirt man von Nenem nach x, so erhalt man 
^ = — ^ cos ©-"(1080 sin cos 0+1440 sin 0' cos 0) ^ 
~~ COB 0-« sin 0(45 + 540 sin ©» + 360 sin 0') ^ 
= —^ COS ©-"(1080 sin + 144O'siD e*) 

— —■ cos ©-" sin 0(45 + 540 sin ©' + 360 sin ©♦) 
= — ^ coi 0-1» sin 0(1080 cus 0' + 1440 sin 0« co« 0' 




+ 495 + 5940 sin ©' + 3960 sin 0') 
~— ^ CM 0-" sin 0(1575 + 6300 sin ©' + 2520 s 
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Da das Gesetz , welcbem die gefundeneo . Ansdrücke unter* 
worfen sind, besser übersehen cn kSnnen, wollen wir dieselben im 
Folgenden no'chnsis Busaoimenstellen: 

f:=a cos &" 

g= — ijö COS 0-1 sm 

^ = -5r€OB0-» 

2^ = — ^ COS ©-« sin . 3 

= — <5^ cos 0-7(34-12 sin ©*) 

^ = — ^ COS 0-» sin 0(45 + 60 sin 0») 

^ = — ^ cos 0-11(45 + 540 sin 0» -*- 360 sin 0*) 

= — ^ cos 0-M sin 0(1575-*- 6300 sin 0» + 2520 sin 0*). 

Hiemus schliesst man sogleich durch Induction, dass allgemein 

I ■ ' 

Q=: — Ä(|-)«— t COS 0-(4»-J)}X + ^. «n 0» ■ 

-H 4, sin 0* 

-h-^i sin 0* 

n. s. w* 

:•■• . "»* 

-I- An-\ sin 02»-» 
lud 

^is= — *(^>i« cos 0-(4iH-i) sin 0{^„-f-^i sin 0» 

-H^» sin 0* 

2IH-1 

-f-^, sin 0* 

^ ; . 1 ■ n» s« w* 

211-4-1 

-H^ii-i sin 02»-« 

Usi dieses Geseti allgemein zu beweisen, und zugleich das 
iBearrirende Gesetz der in diesen Formeln vorkommenden numeri- 

tehen C^oefficienten zu finden, wollen wir aus ^~ und ^tjßtJ^\ 'c* 



^ti^« j^M »ß* SPJi:« entwickeln, 



I 
\ 
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Aus dem obigen Ansdrucke von ^^ erhält man Dänlich lo- 
vörderst, wenn man von Neuem nach a: differentiirt leicht: 

^^ =— Ä(~)2«-i COS 0-(4«-i) j2 j?, sin ©+4^!, sin Ö» 

+6Jl8ioe*[eose£ 
u. s. w. 

+(2^2):^«-i sin 08»-», 



— (4»— 1)Ä( j)2«-i CO»©-*» sin @\Jo+jl, sin 0» 

-H^, sin©« [^ 
u. s. w. 

+-^ji— 1 sin 0*»-2 
=_^(A)2« cos 0-(^»-i)ja^, sin e+ij?, sin ©» 

+ 6^, sin ©» 
n. s. w. 

-h(2» — 2)^„_, sin 0«»-»j 

— (4js^1)ä(~)2« cos 0-(4«+i) sin 0|X-H^ sin 0» 

-h-:/, sin0* 

> SU» 

u. s. w. 

3« 

-+--^11—1 8in0*»^' 
=-.Ä(£.)s« cos 0-(4»+i) sin 0|2^,+4^, sin 0» 

+6-4, sin 0* Icosö' 

Q. S, W. . ' • 

+(2«-2)^„-.i sin ©2*--i 



i 



Ml 

—(4«iH-l)Ä{|-)*» CO« ©-(<-+•» sinejJ^+Jl Bin©» 

-H^, sio ©• 
a. 8, w. 



Also ist 
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Bb ist abe^ .aUgemeift ;- •< 

(4» — 1) sin 0» + "Ik cos ©* = 2>t 
und folglich 



^» 



(4/i — 2>t — 1) siD ©», 
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Verg'leichen wir dies mit dem Ausdrutke 



/ • 
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-l« Ä »1+1 ■ 2it-4-l 

.±:=X.^6{^)2m COS »-C4«^l) 810 «M« 4- ^i IM« © 



2n+l 

+ ^a sin 0* 

2Arf-l 

^, sin 0« 
u. s. w. 



2it+l 



erbalteo wir die folgeoden Gleichungen: 



2n+l 2» 2n 

y„ = (4/,-l)^„+2.*., , 

2R-4-1 2n 2n 

Sn+I 2» • 2» 

^, = (4/. — 5M,+6^.,. , 

2n+l 2» 2» 

: .^,=(4» — 7)^,-1-8^4, 

U. 8. W. 
«N-f-1 2» 2a 

urf«-2 = (2/# H- 3)^«_2 + (2## — 2M«-i, 

211+1 2» 

^«-1 = (2/# H- 1)^«-1 ; 

. • •- I 

el8t welcher die nunierisi^hen Coefficienten 

2»t+l 211+1 2n+l 2n+l 2n+l 

•^9i ' ^19 •««>: -'^t? • •.'•V«a|K-l ; 



/ 



■.^ 



den numerischeB CoefEcienten 



st» 2n 2/t 2/< 2n 

-^O» -^IJ -^2» -^»1 • • • -^^Ä— 1 

sehnet werden können. 

* i^+iy * 

Ans dem ohigen Ai^sdrucke von j^^n+i ^^^^^^ ^^^ ferner durch 

e Differeiitifttioii nach a:: 

■^ h 2«+l 2«+l 

;^ = — ii(— )2» cos GM4n+i)j^^-l-3^, sin 0» 

2«+l 

5^, sin 0* 

211+1 ^ > cos T— 

7^, sin 0* [ äx 



u. s. w. 

2n+l 

(2i» — 1M„-1 sin 02«-^^ 

16* 



\ 



\ 
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— (4iM-lW-j-)^co«®-C^-«)siD®«{^o+^i «n®* 

211+1 ^ 
-f-^, SID ©* 

N 2W-I-1 /- 

-f-^, sin®« [« 
u. s. w. 

+^;^_i sin 02»-2 
A 2114-1 2n+l 

= — Ä(~)2«+i cos®-(4«+i){^„-f-3^, sin 0» 

2iH-l 

-f-5^3 sin 0^ 

+ 7^, sin 0« 

u. s. w. 

211+1 

-+- (2i» — lM«-i sin 02«-J 

A _ 2IH-1 211+1 

— (4»-f-l)Ä(^)2«+i cos0-(4»H^) sin0»{^o+^i sm®' 

211+1 

-t-urf,sin0* 

' t»i+i 
-f--l^,8in0« 

' U. 8« W. 



A 2n+l 2m+I 

= —H^y^^^ co80-(4«+») CO80» I ^o+3^j sin 0» 

2i»+1 V 

+5^,8in0* 

2«+l 

-h7^,8in0« 

U. 8. W^ 



* 2n+l 

'^2s^l)Jn^i sin 0»«-» 



h 2ii+l 2»+l 

-(4#t-f-l)Ä(--p+i CO8 0-(4*-f«)8iB0»Mo+^i "0 0* 



und folgiilih 



211+1 

,sin0* 

211+1 

+^,sin0« 
u. &. w. 

2»+l ^ 

-f-^„_i8in0*«-a 
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Is ist aber allgemein 

-1) sin ©»4-(2>t+l) cos ©»=2^+lH.(4ii-.2/?) sin 0»; 



«« 



I 



«^ 



II 



I 



§ 



»1 



+ + + +• + 



+ 
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Setzen wir nun analog mit dem Obigen 

S(;j:iT) = -^(T)^*^«» 6M4.M^ Mo+^i sin 0« 

-f-.^, sin 0^ 
H-^, sin 0*1 

U. 8. W. 

-{-An sin 02» 

so erhahen wir durch Vergleicbung dieses Ausdrucks mit dem vo 
hergehenden die folgenden Gleichungen: 



m 






- ■.\ 






,^ 



2n+l 3n+l 



An ^o-f-3^j, 



2(«+l) 



2(«4-l) 2»H-1 2II-H 

u. s. w. 



»i+l 



:^n^i = (2» -f- 4) A„^^ -f- (2« — l)^n-i, 

An = i2n + 2) J„r-is 
litteist welcher sich die numerischeVi Coefficienten 



SdH-l) 2O1-H) t(>H-l) aOHrl) 2(»H-1) 



*4» 



»der 



-^i> -^a» ' -^ij • •'• •"« 



SiH-2 Sn-fd 3^+2 2^4-9 

-«©». ^1, -^a» ..-^»> • • • -^Pl ^;„ 



tts den Dumerischen Coefficienten 

2»-f-i a^+i an.4-1 . 2>H-1 21H-I 

erechnen lasiiifen. 

Dhrch das Vorhergehende Ist nicht Mobs die allgeiüeine Qüllig- 
eit des bemerkten Gesetzes» nach welchem /die Ausdrücke der 



ifferentialqüotienten 






rtschreiten, bewiesen, sondern es sind auch zugleich allgemeibe 
irmeln zur recurrirenden Berechnung der in diesen Ausdrücken 
rkommenden numerischen Coefficienten gefunden worden , wobei 
n noch . die Auffindung des independenten Fortschreitungsge- 
tzes dieser Coefficienten. zu wünschen übrig bleibt, einä Unter- 
chuog, zu der wir wohl .die Leser des Archivs aufzufordern uns 
lauben michten. 
Weil nach dem Obigen ^ 

sin = — 
- a 

, und @ zwischen — ^n und +yxr genommen wird, so ist für 
= auch 0=0. Da nun nach dem Obigen 



• X 
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^=-^4)**-» cos Ö-<*^») \Z + Z «n 0' 



a 



9n 

A^ sin 0* 



2» 



sin 02»-2 



und 



^^=-Ä(^)2« cos 0-(4«+i) sip Mo+.i, sin 0» 

2»+l 

-f-^a sin ©♦ 
u. s. w. 

+.-<dfÄ-i sin 0*»-^ 

ist, so ist, wenn die Werthe der l)ifferentialqaotienten für ^ = 
wie gewöhnlich durch Einschliessung in Parenthesen bezeichiK 
werdep. 



und 




,S)=o. 



Die Werthe der Differentialquotienten für ;r==:0 erhält man Shi 
geas ganz leicht durch BotwickeluDg von 



1/, b*x* 



in eine Reihe nach dem binomischen Lehrsatze, weshalb wir b 
dieser Untersuchung nicht Jänger verweilen. 



XXVII. 

|Ve])er die Wurzelaiisziehun^ aus Binomien von 
der Form A + VB. 



Herrn A. Göpel 

zu Berlin. 



1, Wenn man den Alisdrack {a-^\/^6) \/c, wo a, b und c 

ÜoDal sind, auf djo »te l'oteoz erhebt, ho erhalt man uacb ge- 

P iBriger Soailerimg der Tutionalen uod irraiionalcD ThcJIe eineo 

I AuBdruck vhd der Furm A + \/B, wo A und B wieder ratioual 

I tind. Es koDD daher die Mte Wurzel maticher Ausdrücke ^-f-\/'A 

luf die For 
und Lucn 

[ Ausdrucks («-f 



VÄ) V/^jTi •) dieselbe Form A-^y/B an- 
I die »le Wurzel ron A-\-\/B aucli die Form 

I («+^/Ä) Vc\/b haben. Mit Berücksichtigung dieser Form wird 
1 also die A,usziehuug der /iteD Wurzel aus uaucLeD Biuomien 
I A'\-\/B möglich sein, währeod sie den VoraussetxungeD der ge- 
I UiiDteD Schl-il'lati-lkr zufolge für uomüglicL erklärt wcrdeD müsste. 
3. Ist nun also 

I Gleichheit der ratioDaleo und irrutio- 

A — \/B = — (« — \/f,Y c\/l>, 

nd ttuB der Uulüplicalion beider Glcichungeo 

^'_Ä = — («' — .SJ" c'Ä. 

Die Zahl A'' — B wird qIbo in zwei Factoreo zerlegt werden kön- 
isn, voD denen der eine (a' — fi]" eine nte Potenz ist und der 
Udere — c*b nicht. Sondert man duher äa& A* — ß die Facloren 



°1 («-i-l/i) VcVid» würde nicht Bllgcmi 



LpruuB, uus ilereo InLeerill' sieb die »te Wariel .ziehen läast, ift I 
lindct sich leicht iler übrigh leiben de Factor — c'Ä Mod demnächBt 1 
auch c^ü. Nachdem dieser gefundeo ist, wird man durch c\/(/ 
dividiren künneD itad 

erhalten; woraus folgt, , dass ~~gr/j, — '"'*=1' vollfiihrter Division 
wieder die Form A, -i-\/'B, nDnimmt, so dass es sieh nur noch 
darum hnodelt, die wte Wurxel dieBCH Uustieetea -:/, ~+~\/'B, p,af 
die Form a-\-\/fi zu hriogeii. Dns ebeu angedeutete Vertabren 
ergieht nämlich die Keduction 

Es findet sioh z. B. für \/ ^ + l/lS '^"^ Ausdruck (^)' 

i4:^=K5+F5ü.-^ od., .„.L =1/1:41. L?. 

3. Wenn in dem Ausdruck VJ^ + \/^Ä, die Buchatahen 
A^ und ßi nocii Brüche sind, so lasBcn sich deren Nenner ver- 
mittelst der bekaunten Regeis ausserhslh der Wurzelzeichen hiD- 
ttUHschalTeii und uuii hat dann 



wo P, Q und N ganze Zahlen sind. 

Verinittelst dieser Umformung wird z, B. y -^ + l/ySö ""' 

1^9 -V- ym zurückgeführt, da sich |/y + |/^=lV9+V-''V'' 
findet. 

Diese UmformuDg kann auch ao dem Ausdrucke a + \/'f' aui- 
gefiihrt gedacht werden. Bedeutet also v<hi nun an jeder Hucli- 
stuhe eine ganze Zahl, so wird sein: 



wobei offenhar angenommen Werden darf, dasB x*, y und p* kei- 
nen gemeinschaftlichen ijuadratischen Theiler a' haben, weil sonst 

r::izj 
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ber nnr Doch darauf ru, die nte Wurzel des g'anzsnliti^en Aus- 
drucks P+yS auf eine Brucbform ^±^ zurückiufülircn. 

Hier stellt sicL aber die Frage, ult diese nie Wurzel auf eioen 
ächten Bruch (wn,/«;^! ist) fuhren kÖDue, oder ul) p iiJclit viel- 
leicht DothweDdis: der Einheit gleich sein müsse, tiiue desfallsigb 
Untersuchung führt zu dem folgenden Satze. 

4. Lehrtatx, Wenn die »te Potenz dos ächten Bruches 

^^ gauazahligTH-Kä ist. "o ist 1)7^=2, 2) y=^"—i:i, 
3) a: und » ungerade und 4) n durch 3 Iheilbar. 

Beweis. Da 7'-f-l/e= '^'^ und P-Kö^^^^^^", 
lo folgt durch Multiplicotion 

E» ist also j-=- gleich einer ganzen Znhl a, mithin /" — fc=ai" 

nnJ y=z,sc'' — ;>°x. Uieruus geht hervor, duss p uud x keinen 
gemeiDschafllicheu Theilcr hahen, indem «unst x^, y uud 0' eineu 
quadratischen Thciler hahen würden, was nicht der Fall ist (-)). Fer- 
ner gebt aus /" — (If^a" hervor, duss der rationale Theit P 
der nten Potenz keine ganze Zahl sein kann, obue dnss es auch 

e ist. 

Aus der Addition jener beiden Gleichungen ergieht sich 



2p» 

eun der rationale Tbeil von {ar-^i^a;' — p's)" entwickelt 
ich Potenzen von jf'x geordnet wird: 



CoefSxieoten sind. D 
Graten durch p theilbar sind, so wird das erste es gleichfalls sein. 
Uan findet es aber, wenn man in dem Ausdruck für P, «::=0 setzt; 
lämlich «oÄ^'' = 2"-i^'. Es wird also 2"-ia:" und daher awch 
S"— > durch p tjieilbnr sein, weil x und p keinen gemeinschaft- 
licher Factor habeuj folglich muss p = 2f gesetzt werden, wo 1/ 
keine andere Facturen als 3 hahen, aber auch der Einheit gleich 
■ein kann. Wird 2y für p gesetzt, so ergieht sich 

'^— 2..,. 

Nnn behaupte ich, dass der Zähler dieses Bruches, unabhängig von 
Ä» Wertheu von a; nnd y'a durch 2«-' theilbar ist. Wird näm- 
feh (jr -f- y'^' — 4o'a )» = «„ + ß„ X/x^ — 4^'ä gesetzt und 

rOM und ^n durch 2"— i, dagegen a„-^ß„x durch 2"< tljeil- 
ao werden die nämlichcD BetlingungeD für ««,-1-1 und ß„^i 



T-T- 



stBttriDilen ; d. L. es wertlen a„+i uod ßm+i durcli 2*", dagegec 
«H+i + /*«-M.a^ durch 2''H-i ilieilliar aeiu. Denn du 

ist, so lludet sich 



ffOfRUs die Riclitigkeit 

oder 1 , dage 
aucU wirklich 
2-^1 HieilLar. 

Nacli Aufhebung des Factors 2"— 1 bat 



teliaujitung erhellet. Nun ist ab» 

2a7; und daber a, und ß, durch P 

, , ^,~ -urch 2' oder 2 (heilbar; folglich i>l 

ad ß„' durch 2»-i, daher uuch Or uad ß„ durch 



Hier sind wieder alle Glieder des Zählers ausser dem ersten dnrcb 
f theilbiir; also ist ea aucb das er.ste, was nicht nndera stattfindtp 
kann, als wenn ^ = 1 ist, indem ^ und a: keinen gemeinschnfl- 
licbeo Factor haben. Bs ist folglich 

1) p ^'i, weil p^'iq gesetzt worden ist 

21 y^a»»— 4*, wegen j^^.r' — /i"« -) 

3} X ungerade, da es keinen Factor mit p^'i gemein linl; ni"! 
Bucli X ungerade, weil aonst alle Ulieder des Zäkters von/ 



*) Das bis hicher Bewiesene tässt sieb viel kürzer mittelst der folgenJ« 

Sohliis«folgeriingcti herleiten. Ans ( !— ^)"^ eineu ganziahligen 

b der Reibe nach folgende ganie Z(l<- 
- (ganze Zahlen allerdings nicht im Siuo« du 
Testes, in welebem sie Tieimehr äebte Brüche gennnnt wurden, MI- 
dorn nngeribr im Sinn der Congruenzerlheorie, in vrekber V'JSl 
(mod. 13) gesetzt oder mit anüer[> Wn>-n>n r— 

trachtet wird); ferner deren Prodi 




als ganzB Zahl anzusehen L 



2; ferner endlich 



I mag es genügen beiläufig darauf hiDgcdeuttf 
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durch deo NeoDcr 2 theilbnr sein würdeo, das erste x" i 
nielit; mitbio aueli der gaoie Zäbier Dicht. 
Kndlicli ist jetzt 



D« DDD -x", a:«— ^s, iT*— *s*, 
2r,4.1, 2r,-M. Bind 



übtr; deaslialb ist 



. bezielilich Ton der Forni 2r+i, 
t gebt dieser Ausdruck dudurcb in 



oder der Wertli 



«b:1, x^I eine ^antz Znbl, nämlicli 



ffiire nun m toh der Fi 



Im d= I , SD hätte 



\ beiden fällen würde der Ausdruck für P ein Bruch werden; 
I jedocb nicht der Fall ist, wean h^Sm ist, denn man bat 



2^ni + 2i«i 



: 

lei 
Da allea Bedingungen für die Ganziuliligkeit geoiig't worden 

so gebt zugleich bervorj dass der Bruch ~ — — unter den im 

i.vursdtie ungeircbenen tlmatanden in j6der ämtea Potenz einen 
g^iizzahligen Ausdruck IpeTert. ^n sei i, B. .2; = 7, ai^^ll, also 



DJt der Lebraatx vollstÜDdig 



^ 



I bat n 



-^)*" = {56-Hl9\/5)'«. 



5. Dass die VP-\-\/Q keine Brnchforin "^^^'^ haben 
n, ivuferD nicht n durch 3 thrilhnr ist, höit soviel ich weiss 



([Icich 3 seil 
Lubikwurz£l und bewei) 



liLii. Diiss für /j = :t7M der Nci 

erwShnt CUiraut tur den besoiidcm Fall der 



i dadurch, diiss er die ^\'u^zel - 



iDoimmtj die Ausdrücke für P und k <J ihrer giiuzen Länge nach 
:nlwicke[t uud diinn vermilleht der bekannten Criterien der TbeiU 
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barkeit ent /'=:'/ imd demnäcliet p=:2 ÜDilet. Ebep dies \et- 
tiibren Hesse sich uucli für ein allgemeines m anwenden. IndesBeo 
durfte die Entwickelung der Coefficienten in d«jn Ausdrucke für J" 
(welclie ItekaDDtlich mit der Eatwickclung von ci>s ma nack Po- 
tcBieu von cus u iileotUeh iet) vom clemenlaren Standpunkte aus 
ihre Seil wicrigkei ICD oder gar ComöfftichkeiteD haben. Du es 
überdies nur daruiif Hnkoaimt. ilrn Werlh von a„ und die Tbeilbar- 
keit der Coefficieoteu Aa,, 16(i„... durch S"—! nucltzuweisen, DDd 
da ea ferner weit einfacher IbI, weg'en der ISumnie 1+i, +&,+■<< 

Buf den gescblosBeoeii Ausdruck ü;; — ~— zuruckm- 



f^eheu, ula die uiibugränzto Reibe der Busgcwerttielcii Coe fGcienlcn 
I, ^,, 6,, ... zu Guniniircii , so ist dieser Weg zum Beweise du 
LebrstttKea (4) nicht gewählt worden. 

6. Mit Hülfe dirses Lehrsulzes wird es nun leicht, da» bei {3j 
unterbriicbene Verfuhren zur Ausziehnng der nten Wurzel aus 
7*4- V^O zu bcendigea, wenn U positiv ist. Da nämlich ilm 
z«ifulge 

yp-\-\^(i~^^i^ (oder ^ + Vyi 

V'^J^^/Q —-^—^ (oder :v^\/y) 
iit, so folgt hieraua durch Addition» dass 



1* 
Hl 



jedenfulls eine gon/o Zahl ist; wofern die Wurzelnnsziehiitic 
üburhuu(it im ratiuunleD Ausdrücken möglicli ist. Um deu rtttiunu' 
len Tbeil der Wurzel -^ (oder x) zu ünden, durf man daher wr 
Summe der »ten Wurzeln bis auf die Eiuer geuau berecbncii. 
liezq ist aber erfiirderlicb, iliiss jede einzelne «te Wurzel bis Bul 
halbe Einheiten, d, h. bis auf 0,5 oder um beuten bis nuf die erde 
ßecimale gcnnu berechnet wird, weil sich durch die Addition beider 
Wertbe die Fehler verdoppeln könnten. Wenn die so gefundeae. 
ZabI bei » = 3m±l nicht gerade sein sollte, so braucht aaa 
nicht weiter zu gehen, indem diinn die lloningliclikcit der Wnrxel- 
nnsziehung in der iingenoninicneii Form oiulctichtet. In allen no- 
dern Fällen hat man das geluodene Resultat durch 2 zu theilen, 

um den rnlionii en Theil -^ (oder x) der Wurzel zu haben. Dm 
irrationaleil Theil findet nan dann aus der Gl^chung 
y= X* — -ia (oder a:"^ — a). 

Ob der so gefundene Ausdruck wirVlich die «te Wurzel uua 
P~\-\/'Q ist, muss unmittelbur durch l'>hebung zur Mien Poieni 
eolscbieden werden, da das ungegebeuc Vcrl'ahrvti nur auf der Soi- 
nassetzuDg beruht, dass die Wurzclnusziehnog überh<iU|i 



J 



235 

Beispiele. 

I. y l(M-V/^+V^10~V/ö8=V/18, .. +1/2,.. =1,7+1,1=3=2^. 
Die Wurzelauszielian^Nist ^so uumöglicb. 

11. V 41+29l/2+l/41^29V/^2=V/82,(M-i/^^0,0= 2 = 2^. 

Ferner \/4l»— -29» .2 = — 1 =«,- y = ^» — « = 2. 

5 

Dass naD l + \/2 wirklich die ^^41.+ 29^/2 ist, zeigt sich erst 
dorch Erhebung zur 5t«n Potenz. 

, in. 1/231 + V/53329 + 1/231 — i/53329 = 1/461,9 + J/0,1 
: =:3,4 + 0,6 = 4 = 2^. 



Dann \/231* — 53329 = 2 = », y=^5»— »=2. Aber (2-f-V^2)» 

'k gleich 232 + 1/53792 und nicht gleich 231 + V/ 53329. Au3 

diesem letzteren Binomium lässt sich also keine 5te Wurzel ziehen. 

SS s 

IF. l/9+4V/5+\/9—4V/^5=V/l8..+V/0,.. =2,6+0=3=0?. 

Ferner 1/9» — 4» .5=:ls=a, y = ^*— 4« = 5, und es findet 
«ich wirklich \^—^) » = 9 + 4l/5. 

• » s s 

r. 1/6+1/35+ 1/ 6— V/35=l/ll,9+\/0,l=2,3+0,4as3=Är. 

Pemer V/6»— 35 = 1 =*, y = ^» — 45s = 5. Es findet sich 

^^J^^^^^y=^-^^i^^ und nicht = 6 + 1/35. Dieser Aus- 
irack bat also keine Cubikwurzel von der gegebenen Foriii. 



XXVIII. 

Novi alicujus theorematis aritbinetici comm 
tatio aualytica. 

Auetore *J 

Friederico Arndt . | 

inuneris schal. Cand, Grjph, "W 



'* NemiDem ftigit, permnltiB ad coefficietites hinomiaics spen 
ltns~pra[tositionil)us similia responderc tlieoremata, quae ad ^ 
tatem liujua formae I 

»(»•t-k) (n + 2i:) ...(f> + (p-im ' 

1.2.3....;» 
perttnent, its at Jllas ex LJa tanquam ex alliori fönte detlucen 
ceat, quo laco «, Ji saat quaota quaelibet, p veru Dumerus ia( 

Quum iffiinr bis rebus studerein quunique inlcllexissem, dei 
straliuDem iTieoremBtis Lagrangiaui uil sumuiutii quNdraturum et 
eientium biiiomiiilium {lertiDentis non peli a ^eiimelris ex ills fi 
considernoda. tale Ibeorema ex qua illud ipsuin aiaiiuret, statii 
meutern vcnit quuerere. iluoA quidem uuuc iu proniplu est Jti 
enoDciari debet: 

Desiguante «^ quunlilatcm siipra coDimeinorataiD, demoost 
dam nubiü propDoimus aequatiouem bunc , j 

i t t i- -j 

wp = (« + mX)p — »»,*(/. -H OT^)p_i •+■ »j,A'(w 4- otä)p^— ^ 

.... + (— l)-w,A-(n + m*), 

ubi denotnt m nunierum iole^rum posiiivum ipso p non maj« 

(itque »j,, m„ m„ . . . coeßlcieates biuomialeB prtmuai, aecuDi 

terlium, etc. pro exponetite m. 

l'rimuia tacile patebit esse 



t£^ 



l 



{. + i)„ = «,. . i^s, (,. + 1)^, = , 

unde uiODut 

Detnde habetur siuili modo 
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{« + *), = (» + 24), - i(« + 2*)^, 
(« + t)M = (» 4- 2*);>-, - *(» + 2i),_,, 
ibnB aequationibus cum prima collatU prudit 



^. 



= (> H-ä*), - 2i(« + 2t)^, + *■(• + 2X)^. 
aimili rnodn habetur 

(« 4- 2t),, = (» + 3t), - 1(« + 3t),_, 

L (« + 2t);^,=(» + 3t)^,— t(»H-3t);^ 

I (» 4- 2t),-. = (» 4- 3t);>-, - 1(, 4- 3t),^, 

oibus eeqUBtionilrus cum secunda collatis prodit 

n ex bis lex palebil, es qua termioi sint confarn^ti; nt vero 
lorema in s;eDere ^irubeturj aesumainua verum id esse usque ad 
litcni queudam. Sit igltur 

»;,=:i«-+-(«.-l)AU-(»i-l),Äj/. + («»-l)Ai^l 

(«-l),i'i«+("'-l)*l/-^--+(-l)"*-''^-'l»+(^-I)ÄIP^^, 

tqne eimili modo ut autea 



l 



!■+(«.- l)t|, = («+«t),-t(»+»!);^, 

(«+(»■ — l)t|;^i = (» + ».i),>-i — t(« + <^),^ 

. (» + (« — l)t!/^2 = (» + »lt),^ — *(»-f-«t)p-. 



)4e per Bubstitutioncm 

», = (» + i,t),-|H-l),H-l|t(« + «it),_, 

+ ((«,-l),+(».-l),|*'(»4-».t);^ 

-i(»-i).+('»-i).it'(»4- "*),-■ 
-l).+(»"-l).l*'(''+»t),^ 







quod fncile perspkielur, ergo erit 

«p = (» M- mA:)p — M , A(m + m^);,-] 

Quaado igifur |irQ[i'os)tio t.iIcI, 'm factoren ipaiua 
etiuiii viileliit, s\ m quatitllulis ^' ' ' - 



Universum veru 




Valet Butem |iro 



Ä, 2*, 3i, ideoque 
Hubeinns ig;ilur 

kl i k 

4. «p =: (« -1- M*)p — m,/(«-1- *w/)^, 4- «.,*'(« -I-otA)^; 
ex quo sequitur iioueDdo f»-f-m^* = 9: 

« i <- k 

5. , {(( — «Ä)^ = y^ — «»i*?p-i H-»i,Ä'y;_a 

.... +(-l)™X-7,^ 
ve) ai — k scribas pro >& 

^■■'- - -1 — i — * ■ — i 

4-*»yp-« 

et pro * = 1 

—I — i —1 — i 

7. {q -\- m)p = ^p -(- mytjp-i + m^tfp-it -\- 



i 



ftu« loco ex. gr. t/p «lesi^nnre coefficientem binomiiitem ;j"" 
pro expuoente y perspicuum eriti quu re indttei» ^1 bmitlaaius. 
Uuaodf (leaique ucuipitur ^^m = p prodiliit aequalio lia«c 

^r)fi = Pp-^P. -P/^t-i-P, -Pr-i-i- +Pflp^ 

qrtuntque sh iip^^p„^\, pp—i^p^, pp—3 = p^, etc. p^:=:pp, 
luaDilesto habetur 

8. (2/'), = (/'.)■+(;',)•+(?.)•+(?.)' + ..H-W 

qoa Bequotiäne exlibehir tbeorema Lugraägismim , de quo sopra 
gerjno erst. vir 

Scrill. 6ry[i1iihe tf. '5; < J. Aug. a. MDCCCXLIl. 



XXIX. 

lieber eine Eigenschaft des Kreises. 





den; 


Heraus 


igeber. 








- 


•■i-(-.'4*.-- 








- 


. l ^- ,»1 . . 








Die GleicLung des Ki 

winkliges CoorJinulensjsti 
ÜBlbniesser bezeichnet um 

■ind: 


eises- in Bezuft aaf eio beliebiges n 
■m der .■>:y ist bckauutlicb, weuD r 
1 a, £ die Coordiiiuten des Mitteljiu 


!cht- 
i]cn 

IDktS 




1) (^- 


■aY-^iy- 


-ir^r". 






WePB 
vier beliel 
fiilgeudeii 


1 niso ^„ y, ; a:„ y,; x,, 
iiis:er Punkte dieses Kreises 
uleichuDg'ea : 


1 ?.i a^n »4 dii 
. lind, BO hoben 


wir die vier 






-«)'+(y, 


-«)•=••", 








'!:■- 










■"}' + (?, 


_«)"=r'i 





3) 



welche auch unter der folgenden Form dargestellt werden können: 

l il-, ^ + y, ' — laxi ■— 2^j = r^ — «* — Ä", 

',* — 2aj7j — 2Äy, = r' — a» — ^', 

',* — 2a^, — 2Äy, ^r= — o^ — Ä-, 

la^4'H-y** — ä««!,— 2iÄyj = »-' — «' — Ä'. 

Selzen wir jetzt der Kürze wegen • 

i /. = (^. - ^.)y. + (^* - ^>)y. + {^, - ^,)y*. 



4} 



[ 



ivas duBSelbe isl : 



I-(;a- 
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Bo ist, woTOD man sieb durch ganz einfache Rechnung; leicht nber- 
zeugCD kann: 



Multiplicirt man als« 
■nun wegen der Gleichui 



•lief 



r GlcicboDgen 3) nach der ReiLe mit 



>clbet 



ichuDg 



H-K'+y, 



uuf der Stelle 



oder auch 










S) = (:c, 


■+y,') Ib. 


-y.Ja^. + Cy. 


-8'.)«,+ (f. 


-V.)'.\ 


-(^, 


■+y,') l(y. 


-y,)^. + (y, 


-P.jä'. + Ü'. 


-J.k-,t 


+ (^r, 


■ + S'.') I(y, 


-y,)'>:.+['J, 


-y.J^.H-b. 


-y,)«,l 


-(^. 


■ + ».-) I(y, 


-!(,|a',+(S'. 


-S,W,+ ['J. 


-y.KI- 



Dies ist eine allgemeine Relatinn swisclieo den rechtwinkligen Co- 
ordinnten vier in einem Kreise liegender Punkte. 

Um nun die geometriache Bedeutung der in dieser Relatian 
vorkommenden Grossen zu erforschen, wollen wir jetzt die vier jd 
dem Kreise Hegenden Punkte, deren reclitwinklige Coordinaten 
'^11 ^11 ^i< Vi'-' ^11 ^i ; ^ti Pt sind, respective durch j1,, J,, 
A-i^ A,i den Anfnag' der Cuoriiinatea aber durch O bezeiclineii, 
Dann ist zuvörderst bekannllicli 

^.0' = *,»+y,', 



Ferner wollen wir dii 
Fläche eines Dreiecks 
Spitzen auszudrürkei 
über das Vorzeichei 



B iihrigei 



an oft behandelte Aufgabe! <fi> 
i durcu die rechtwinkligen Coordinatea seintf 
, vollständig auflösen, weil wir bei derselbe! 
des Ausdrucks, den man für die Fläche dei 
Dreiecks gewöhnlicb zn geben pSegt, eine Bemerkung 2U uachH 
haben, welche, wie es uns scheint, sehr mit Unrecht nicht imait 
gehörig hervorgehoben wird. 

Die Spitzen des Dreiecks, dessen gesuchten Flächeninhalt m 
duicli ^ bezeichnen wollen, seien J^^, A^, A,, nnd ir,, f,; 
^11 ?it '^91 ^1 seien deren Coordinatcn in Üezug auf ein beliebi- 
ges rechtwinkliges Coordinotensfstem der a;ffx. Offenbar wiiJ 
uan immer ein dem primitiven Systeme der a:yx paralleles' Coordi* 
potensystem der ^yV, dessen Anfang 0' sein mag, so annehnn 
lionnuen. dass in diesem Systeme diu Coordinateu der SpilMi 
A,^ Aj, A„ welche durch x\^ ^\; ir'j, y'^^ x',, y', bezeicIiDcl 
werden mögen, sämmllich positit -lii^d. Betrachten wir nun, ßr 
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jetzt immer dieses letztere Coor<lip>itenBvsteni io's Auge fassenii, 
tuerst den Fat), weno der Punkt ^, zwiacliea deu ürJinateii der 
i leiden Punkte ^, und J^ liegt, so können in diesem ersten 
I Uauptfalle offeubnr tilnss die vier verseil iedenen, in Ta£ IV. Fig. 5. 
largeateliten Nebenfalle .Statt Snden. ia dem ersten dieser vier 
I Fälle Ut, wie sogleich erhellen wird, 



2A= (*■,- 

+ (.r',- 
+ («■. - 

1 dem zweiten PaUc isti W 

2A = -(«■, - 

= (^,-,r'.)y', +(ar'.- 






B ebi^D so leicbt erhellet^ 

a^.Ky'. + s',) 



Pt4.em dritten Falle ist uut äliDliciie Weise 

+ K,-^,) (/,+?■,) 
= - I (:r', - a:-, jy-, -)- (^, _ ^, )y , + (:!7', - ^, V, I . 

Gaijlich ist in dem ricrten der in der Figur dargestellten Fälle 
24 = -(^.-a;',) (y,+i/,) 
-(^.-ar',) W, + y'.) 
-(^,-^,) (s'.+s/',) 
= (x', -a:',)y, + (^. - »jy, + («', -^.jji".. 
Folglich ist iiberhau|jt 

2A =q= i(.j:', - .«',)y. + (a^. - *',)y, + (^'i - ^'.ly. I. 

WO im ersten und dritten Palle dua obere, im zweiten und vierten 
Falle du9 untere Zcicben genommen werden muss; d. b., wie leicht 
in die Angen fallt, man muas das obere oder untere Zeichen neh- 
men, jenucbdem man sieb, um von dem Punkte ^4, durch den 
Punkt j4^ XU dem Punkte ^, zu gelangen, nach derselben Rich- 
tung. Dach welcher mnn sich bewegen muss, um von dem positiven 
Tbeile der A^e der a; durch den reclitcn Winkel {xt/} hindurch xu 
dem positiven Tbeile der Axe der y zu gelangen, oder nach der 
entgegemtesefzten Richtung hin bewegen musa. Wenn der Punkt 
At zwischen den Ordinalen der Puaktc ^, und A, liegt, so ist 

tgh dem Vorhergehenden, iudem man die Coordinaten der Puukte 

'f I]n4 -<^i gegeneinander vertauscht, 

, was dasselbe iitt. 



BA=±I(^ 



-«■.ij',+<* 



-ic',W, + {^',~^M.U 
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WO «las obere oder tintcre Zeichen zd nelimen ist, jetincbdein mnn 
sicii, uro VDD dem Punkte ji, durcli den Punkt ^, zu den) Punkte 
.^i zu gfelsDgen, oacli derselben Ricbtung, nacli nelclier man eith 
bewegten muss, nin' vun dem posUireh Tlieile der \\k der O: liurcb 
den recbten Winkel {x0 hindurch ta dem positiven Tbeile der 
A\e der y zu gelangen, oder nach der eo (gegen gesetzten Ricfatuo^ 
bin bewegen muss. Weil nun aber die Riclitung von .-/, ilurcli 
.4, zu ^, der Richtung von ^, durch .4, zu -^, oll'euhur eni^i:- 
geogesctzt ist, so ist augenscheinlich 

wenn mnn nur das obere oder untere Zeicben ninnnt, ^jenacliileo 
'■nun sich, um von dem Punkte .4, durch den Punkt J^ zu den 
Punkte ^, eu gelungen, nach deraelhtn Richtung, nacb welcher 
man sich bewegen ronss, iini von den positiven Tbeile der \<ip 
der ^ durch den rechten Winkel {a:ff} hindurch zu dem positiicn 
Tbeile der Ase der i/ au gelangen, oder nach der entgegengesetz- 
ten Ricbtung bin bewegen mnsa. Wenn endlicb der Punkt ^, 
zwiscben den Ordinalen der Punkte yi^ und ji, liegt, so ist naeb 
dem ersten der heideu vorbergebenden Fälle, wenn man fiir y,, 
^, ; ^'i, ff'ti^a/,, y\ respective a^,, y*!? ^j, y, ; af^, j/\ seilt, 

^^ = =i^\{^^-^^W,-i-i^^—^'^)y',-^-(^,-^.W^ 

oder, was dasselbe ist, 

WO das obere oder untere Zeicben genommen werden muss,. jenncl- 
dem man sich, um vob dem Punkte J^ durch den Pnnkt A, M 
dem Punkte ^, zu gelangen, nach derselben Kicbtung, nach vel- 
cber man sich bewegen musß, um von dem positiven Theile der Axt 
der X durch den rechten Winkel (^ry) liiurjurch zu dem positiven 
Theile der Axe der y zu gelangen, oder nach der entgegengeseti- 
ten Richtung binliewegeii muss. Weil nun ober die RicLtung voi 
j4i durch Jl, zu A, 'iffcnbnr mit der Richtung von ^Z, durch Ai 
zu j4j völlig einerlei ist, so ist -' ' 

2A = ^ K^', - ^',)y', -I- {^•, - ^'.y, + (:r', -:r'.V, t, 

nnd in dieser Gleichung das obere oder unlere ZeicLen in b^ 
meu, jenachdem mnn sieb, um von dem Punkte A^ tlurcb dM 
Punkt A^ zu dem Punkte A, zu gelangen, nach derselben ftie^ 
tung, noch welcher man sich bewegen muss, um von dem positiv« 
Theile der Axe der x durch den recbten Winkel {xy) hinduril 
Bu dem positiven Theile der Axe der y zu gelangcD, oder nscli 
der enigcgengp setzten Richtung bin bewegen nusG. 

Nehmen wir nun alles Vorhergehende iDsamiB«n, so ist in vät- 
liger Allgemeinheit 

wenn man nur in diescf Gleichung dns obere oder untere Zeiehtn 
nimmt, JeBa,chdem niito sich, um von dem Punkte A, durch den 
Pun|[t Aj zu dem Punkte A, zu gelangen, nach derselben Rict- 
Inu^, nach welcher man aicb bewegen mnss, um von dem positiven 



^^ 



■pp 
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Tlieile der Axe iler a: durcli den rediten Wiukel (xy) hindurcti zu 
dem posiliven Tbeile der Ase der y zu gelan|feD. oder nach der 
entgegeiie^esetEtCD RichtuD)!; bin bewegen muiia. 

BezeiciiDCD wir jetzt die CffordiuatcD des Anfaog'BpaQbtea des 
eecuudären Systems der x'y' in Bezuc; auf iIüs iirimitivc Srslem 
I, ier jry durcb a, &; so ist nach drr Lehre von der VenvuudluDg 
der CoordiDaten bekaoatlicb in völliger Allpfemeinbeit 



i folglich 

^, =^. — «j y. =y. — 

x',=Xt—a,'f/',=y,— 
10 ist aacb der vorher gefniidenen GteicLuD. 

24 = =F in«.-") -(*,-")! (y,- 

+ l(^.-«)-(«.-«)l iü: 

+ !(*, - m) -<*, - »)| (s. - 6> 






+ (.ir, — ;r,) (y, — *)}, 
nod folglich, weil 

(«,-«.) + {», -a;.) + («,-^,) = 0, 
also auch 

Ä(^, — x,) + Ä(ar, — a7,)H-Ä(i, — a?,) — . 
ist, in völliger Allgemeinheit 

wo man das obere oder untere Zeichen zu uelimen hat, Jeuachdem 
■a^ sichj um vuu dem Punkte .^, durch den Punkt Jl^ zu dem 
^nkte -4, zu gelungen, nucb dergclbon ßicblung, nach welcher 
■«0 eich bewegen miisH, um von dem positiven 'l'heile der A\e der 
X durch den rechten Winkel (^ff) htudurch tu dem |ioaitiven Theil« 
der Axe der y zu gelangen, oder nach der eDtgegea^üBIBton Rieb- 
tDDg bin benogen musa. 

Kehren wir nnn wieder zn dem oben betrachteten Fall«, wenn 
die vier Punkte^,,.*,, A,,A, in einem Kreise liegen, zurQck, und 
nebmea an, dass dioaeibcn io dem Kreise nach der Ordnung der 
Zahlen I, 2, 3, 4 aut einander folgen, so sind, weil keiner dieser 
Punkte innerhalb des durcb die drei andern bestimmten Dreiecks 
liegt, offenbar die Richtungen, nneb denen man sieb bewegen ranss, 
WS TOA ^, durch A^ zu A,, von A^ durcb A^ zu A^, von At 
«fnrcfa At zu A,, vo^ A^ durch A, zu A^ zu gelangen, nicht von 
einander Terscbieden, und nuch 9) ist folglich mit Beziehnng 
der obern und untern Zeichen auf einander jederzeit 



pp^ 
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2^j^j,ji, ==P |(^, — ^,1^4 + (■^. — J?*)yi +(*. — ■«.)?=(. 
2i\^,^,^, ==F t(-«^= — -«^.ly. + (^. — ^i)s'.-i-(^. — ^>)y<l' 

Also iat nach 7) jederzeit 

= ^^.0». A-^»-**'<. 

±A^0' .i^A,A,A„ 



und 


folglicb iDoier 




= A^O' 
-A.O' 


.hA 

.^A 


A.A. 

A,A, 




■ 






+ A,<f 


. ha.a.a. 










~A,0' 


.^A 


A.A.. 






Weil der^nfapg 
lieb iat, Bo^rffiebE 
der folc-enüe eicht ue 

Wenn A,. A„ 
Kreiaee s'ind, die 
Zablee 1, 2, 3, 4 u 
Punkt «in der Eb 


der Ceurdiaale 

nteressante Satz v 
A„ A. vier b 
tut' dem Kreise 

eae dieaea Kre 


D Datürlicl 

äm°i5ei,e° 
eTeb™r 
nach de 
gea, 50 


ganz nil1küll^ 

Punkte einei 
Ordnung d.r 
iat für jeden 







= A,tt' 
-A.O' 
+ A0' 


.^A 

.AA 


A.A. 
A.A. 

A.A. 










-A.O' 


■ ^A.A.A, 




■ 



\ 



A,0^ - ^A,A^A,+A, 0» . ^A^J,4, 
= A^0^ . i^A^A^A, + J^0*. ^A.A^A,. 

Anmerkung. Nachdem dieser Aufsatz ausgearbeitet und zum I 
ahgescbickt -war, fand ich, dass Herr Dr. Lucheerhand dcnselbeir 
Toni Krtisc gefunden und in Crelle's Jonrnal. B. XXIU. H. 4. 
theÜt, auch aaf die Kugel erweitert hat. Wegen der anderweitigen 
Bern Aufsätze enthaltenen Bemerkungen, und weil der -vorstehenda.^ 
Tom Kreise iedeufalls weiter bekannt zu werden verdient, wollte icbJ 
dieaea Aufsatu nicht unterdrücken, wie ich sonst gethan beben niirde.'1 
türlich gebührt Herrn Dr. Luchterhand die Priorität der ErfiaduDg,'/ 




XXX. 

üeber einea Reilienausdruck für den Umfang 
der Ellipse. 



k 



Herrn R. Hop 



. 'i^^«=aa 



Candidatea des böbcrii Scbulamts zu Oreifiwald. 



Gewöhiilicb wird der Cmfang eioer Ellipse darcb folgeode un- 
tndlicbe Reihe dargestellt: 

n die grosse Halbaxe ^1, die Excenlricität ^c gesetzt ist. Gr 
ässt gicli jedocb in eJDe weit scbneller coaifergireude Reihe eatr 
vickelo. 
Ist 

(i,.H-(f,.:^...,., -;v 

lie DleichuDg der Ellipse, und setzt maa .- .^ ' 

— = ciiB g>^ >« 

y ,,,'■' -^ "'^ 9iJsniSBij/, rartanit «f 

■^:^aiii (p, aod man ha^. „, , p-.i» .n.'l i: .InjDBn»' in« 



5- = -»8iD «p;3- = A 



:ugeliöri{t;en Ellipse nbogen, so ist 






=k';?ir= 



9 2y)-i-4A'(l-t-coa 250) 



= l/j(»--t-J-)-i(o'-»') cos 2)) 



t der ganz« Umfang der Ellipse 




n 



daher 

also, wenn man die letzte QoadrahiFUnBel in eine Reihe entwickelt, 

1 «» — Ä» 



n 

•2* 



E=<iVi(a*-{-b-)f^ dyil-^ Jj^ cos 2y 

_ J_ (!Ü^I=Ü\» eis» Stoi£-i.ii:. («^'-fv cos» 2» 

2.4 V-f-;^»^ *®^ ^S^ 2.4.6 V + A»^ ®®* *^ 

1.3.5 /»*--j^x* ^ o 1 

- 2^70 (5^3^)* <^«»*29...1. 

Nun 'tot iMkfiBDtlich . » 

yj" C08?H.l j^ = 0, 

• • • ... 

.t/o 



«„ • • 2«(2ii — 1), ••(»-!- 1) w 
cos2» y^ = i.2.Z.:.n ^- 

'^eiti man hier 3$> statt 9), bo hat man 



%f^ cos2«+l2ydi^t==:0, 



TT 



; ;- 



2// cos*. 29^=^^!n2L^iI«+i) J5 



-l«2.3...ft 



22i»- 



In unserm Ausdrucke für E können wir demzufolge die Glieder 
mit ungeraden Potenzen yon cos 2)i> weglassen, und es- bleibt bo^ 



'V 





\ ^ 


: 


... .■• »-V 


* 


■•..•. A^^- 



r 



\ - : 



m ^ • 



•• i\\ 



N 



M ;:t*j: 



.1 



i' 



»^.:.i,-*:.,3-/ii-- 



+ + 
5 i 



i.m^::-HHi^;:i^i-^-'i 



.*• — ' 


? i 


1 


% 

« 




r 

SS- 

e" 



l.S...(«n-3)(2») (g«-l)...{» + ll 

i.2...»i(«-t-jj (»+2>...(a«).i .2...n.a*»' 

Ihs ist 

1.3.. .(4« --3) 1 .3...{in — i ) 

(1.2...»)' 21» (4. 8. 12... 4«)" ■ 

pjernacli erhält mao 

B=,i^(Sf+-»^ [i-2','.-.V;;,'!".i^. (g^w- 

txen wir noch die grosse fialbaxe a^l und die Excentricität 
- Ä" = f , so ist 
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Beispiel. Es sei € = •}> dann iüt 

■ V 

«V/2(2irP) = f 1/34, (2^)» = ^5 
daher 

• 

jSr_.^KM 8»^^-A»289 S*^^' 4». 8» 289» 

^\X%h. ^ *^**^*^^^ 1 ''L/'5a 1 > 3 ...» 13 

"~ 8 ^ ^ • 4» . 8» . 12» 289^? T- ^ * 4» .8» . 12» • 1( 



16» 289* 



^4 Wg ... 

/ 



Nun iBt4l/34 = iV^347r» 



* . .• f . 



3 

TT» = 9,8696044010693586 . . . 

jV/34 = 6,10615854542716 = •#, 
. — »tAks fj^ss 0,00132053601761 

if , = 0,0000001070937 

if , = 0,0000000001621 

w,=j^i-j~ «#4 = 0,0000000000003 

Summe = 0,0013206432737 
«#,=6,1061585454272 

4^=6,1048379021535 





1 


— 4», 


289 


3 


.5 


— 8», 


289 


7 


.'9 


— 12» 


.289 


11 


.13 



'■y ■ •( '. 



t 



• V • . • 



, .'-w .... ■• 
■ P-hr-- - 



« 




XXXI. 



ler die Methode der unbestimmten 
zieiiteu und verwandte Gegenstände. 



Herrn Doctor O. Sclilömilch 



1 

I Coeffi- ■ 

I 



' Zur VerwnndluDi; der FuDhtinnen iti ßeilien bedient man sich 
»mer noch bo häuü^ der Methode der UDbestimmleD Cooffizienlen, 
Ibss es wubl niclit überflüssig sein dürfte, auf die Mängel Bulcher 
CulwickeluDgsweiaeo genauer hiuzuweiaen und das Gebiet ihrer 

^endbarkeit uäber zu heatiinmen. 
1) Dbh Verfalirea bestebt bekunotlich darin, dasa man die zu 
licLelnde Punktioo 



fU-) = 



■^hxA 



rnd die noch unbestimmte d Coel'JizicnIeD a,b,c,.,. mittelst irgead 
filier Ri^enscbaft der Funktion /■(■») bestimmt, Düh ist aber bei 
«eitern nicbt gcuus:, Es rnnssle nun oueh Docb gezeigt werden, 
ItLss jene Eligenüchaft diG FuuktioD f[x) vollkoninicn cburakteri- 
ilrt. if. b. dass es keine andere Funktion if[x) giebt, welche die 
lämliclie Eiffenscbuft besitzt, obne mit f(a;) identisch zu sein*). 
I^escbieht dieas nicbt, so kann man, weou ünigekebrt a, b, c... 
gegeben aind, von der Summe der Reibe 



\-ix~\ 



lichts Anderes i 



I 



Is: es ist dieselbe eine gewisse Funktion 
un a:, weicue oie iinu die Blgenschaft bat, dass u. s. w. Als Bei- 
ipiel will ich nach der gewöhDÜcbeD Weise zeigen, wie sich die- 
enige Funktion vuu :r in eine Reihe verwandeln lässt, welcher 
lic bigeuschaflen zukommen: 



»)_/ö,)=/(j^X^,, u, 



.ffl>- 



1 fiir abnehmende ä. 



1 ^(6' 't-i" und 
1 n abbüngt, u 



f{x-t-A)'t-ns;~-A) 



l\ I-.'- ^ . " . rr*f?9PI^^^ 
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Ana der ersten GleicbuDg fol|^t für y:=^, 0^/(0), also darf die 
fraglii'lfe Reibe kein von ^ freies (iHed besitzen; ferner für ar^O 
eielit dJ« Benutzung: des eben Gefuoileiieu — /(j/)=/( — yj, so 
dass mitbin nur uni^cnide Potenzen von ar vorkommen kÖDoeD. 
Wir setzen daber 

/{^) = «,a7-hä.,^'H-a.;r' + 

woraus folgt 

ar-y =*'a:— y^ * a: — y ^ ' a!-y ^' ' ' ' 
Vermöge der ersten rüt f{x) angegebenen Eigenschaft muss aber 
ancb sein 

- Bekanntlich bnt man aber für jedes positive ganze a^O 

^^p= ^-' + ^"-y^ ■+- ^y"-* + y«-' 

f folglich für y = ir 

^— y , 

Nehmen wir ancb in (1) und (2) y:=,-r, so ist yermöge dieses 
Satzes 

ff, +3o,;r'-H5ffjiF*-(- 



Durch Verglpichurg der Cnefßzicntcn gleicber Potenzen Ton O! tt- 
halten »,, a,, 0,, . . . ihre Bestimmung und es wird dadureb 

/{x) = «,(^ -iar' H- i^' - . . . .). 

Der CoefGzient a, findet slcli lerniügc der Eigenschaft Liin'^==t 
Derselbe ist =1, und somit sind wir zu fulgeudem Tbeort* 
gelangt: 

Die Summe der Reibe 

igt diejenige Funktion von x, welche die Eigenscliaften beRÜzt: 

Welßba. DU14 4iQ»e Funktion sei lässt sieb auf elementarem Wes< 
nicht gut eotJecken. Weiss man utngekthrt ans anderen Bclracn- 
tuiigen, dass die Kumme der vorliegenden Reibe Arcliin x ist. u 
kann allenfnils jene Recliuung als ein elemcoüirer Beweis dienen, 
duss die genannten Bigenscbaftcn l'ijr den Arctun. cbarakteristiscli 
siod. 

Jene notbweodtge Vervollständigung lässt sich aber nur bei 
„rmnigen Funktioncu geben, uUmlicti dann weun /(a^) der Quutii-Dl 
™H»eier Reihen von der Form a + ß^ ~i- ya:^ -i- . . . oder wenn 



f{x)^a' und ^loe(l+^} ist. (Cauctiv, CourB d'Analyae, 
I. pnrtie, Cbap. Vj 

2) Ein Kweiter Vorwurf, welcher *iie Methode der unbeatimm- 
ICD Cneffizienteo trifft, wie sie bjabur angewendet wurde, 
itt die Nictiibenchtung des Restes der eDts|irin)^eDden Reihe, wn- 
ianh die ostürlichste BestimniuDg der Convergeaz oder Uivergeoa 
derselben verloren fcelit. Wie man vielmehr jene Meibude anzu- 
wenden habe, ivill ich hier un einem Bcii^pielc zeigen, wcicliein ich 
jeJocb einen Sulz von den bestimmlen lnteg;ralen voruusscbicken 

BUSB, 

Wenn Jt/ und A' das IHaximurn und Minimum der Funktion 
y{^) inaerli.'ilb des IntervalleB ar:=a bis a:^ß sind und 
^(^) eine Fiinkrion bedeutet, weTche während des nämlicbeu 
lAlervnlleB positiv bleibt su ist jederzeit 



'"y'fi'^'^^yt^'') v<*)<te>Ay^"vw*^- (3) 



t 

■ lilei 
I ^— ;p(,r) positiv, A — ^{.r) negoti' 

■ feJglicb, weil if(.7) und «/.r positiv sind, aucb 



[M~f{^)] jp(a:),h: positiv, [Sl—^(x)\ ^(x)tlx pcgotiv 
und ebenso 



J '\!U — gi(.r)l ^(x)dx positiv,^ \N — f{x)\ if>(a;]da! negativ. 

Dnrdi Intei^ration der einzelnco Glieder folgt daraus sogleich das 
aasgespruciiene Theorem, 
leb will nun setzen 

eine Annahme, die sieb fiir ganze positive Espooeoten durch ee- 
neine MuIti[ilikalioii und fiir nndcre ^ durch die Aualogie reclil- 
ferligt. Nun beneiät die DiO'ercnziolrechnuug unabbiingig vom Bi- 
DomiHlthcorem, dnss fdr jedes beliebige reelle ^, r/[a/') = px/*-i(ä( 
ist. Vermöge dieses Sutzes biiben wir 

/*(! + xy^i = «. + 20-,.!: -I- . . . -H na„x»-^ + -^ 

and durcb Multiplikation mit (i+-7), 

/•(l + a?>"=a, -+-(2«, +a,)x+ (»»„-f-^T^a^l)-»?**-' 

Iu9 der Tiif (l-t-,?-)" nngennmuienen Reihe folgt ober 

ft{l'i-a:]f^:=ft-i-lia,a!-i- +^aj._ijc"-' 

Durch Vergleichuog der Coefliiienten von jf", ^', ■ ■ • • ä*^' *•■- 
batlen wir ■ : - ' ■ -,,^.^,..»_ 




r 
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^m 



■ 1' 



'^Ji^g- 



, _Ü 



^0.-])....O«-n-i-i) 



1.2' ~' i.a n 

Durch dieaeti Werlh von a„ werden aber Ain mit ot« maldpliiirtu 
Glieder niclit idenliscli; ei muss dalier im üebrigen sein 



«WI«^" -1- (1 -t- ^) -~:=fia„:X''i-fif{, 



oder 



, rfÄB 



Um aus dieser Differenzinlgleicbung Itn zu finden, Bei 

Ä„ = (/*-«>,{! + aryy 

wo y eine nocli zu bcHtimmende Funktion von x iat. Die DifTe- 
renzialg'leicliung vird jetzt t'ulgende. 



i, i. sehr einfach 



^=/ä 






-iyM-i"' 



folgt. Dieaei Beat ist ea nun, welcher die gefundene Reibe 



. Mf- 



erganit. Für ein positives ganzes fi^u brictt die Reihe 
Glicde x" üb, weil dus näclisle den Fuktor » — m = 
An dieses wäre dann uocti der obige Rest nDZiiliängeti , der 
ebenfülls den Faktor /i — m^O enthält und daher sich auDnllirt. I 
Für jedes lindere (t dagegen wird keins der Glieder unserer Reiht | 
=:0 und es liegt duher^seiir nahe, sie ins Dnendliche l'ort^elieo I 
zu lassen. Daliei fragt es sich über noch, was aus dem Aesfe \ 
werden wird. Würde derselbe über nlle Gränze binana wnclisen, i 
wäre durch die nnendlicLe Verlängerung der Reihe Nichts gevoci- I 
nen, weil sieb dann der ganze Ausdruck auf das vieldeutige Reeul- I 
tat (l-f-^rV = 00 — oo redusiren würde; wir müsseo deBsbalb d« | 



TT 
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Rest BO einzuricbtcn suclien, dnaa sich derselbe bei wnclisenilcm « 
entweiler eiotr endlichen bestimnilcD Gränze oder der Null näliert. 
üoi zuvörderst die Constanle der iDtegrntion in (4) zu bcstim- 
men, setzen wir in (5) ^ = 0, wodurcb sieb dio Reihe auf die 
Identische Gleichung 1^1 reduzirt. Es muss also duoD der Kest 
= oder 

tein. Es igt aber sehr leicht einzusehen, daas dieses Integral für 
x^ü verschwindet, also Const =0 wird. Geben wir ferner x 
den g^rÜBsten nbsuluteo Werth c, so können wir schrcibeu 



con.i =-yirTW'*' '"' '"="' 









uführeD, können wir leicht mittelst des 
besliminlcn Integrnleo dco Rest 
zeichnen wir dns Integral mit J 

und setzen a^O, ß=:c, ff(-^)= (, -i_.rV'+i ' '''(■'' 



Oline diese lategrHtiou 
früher bewiesenen Leu 
in zwei Gränzen eiDscblicsseD. 



tf=l, A'= 



1 



a^y-t-i 



und mithin 



f°.-Vda: > J> jT—yT-Hy^"^""'-*- 



Und daher: 



oder, V 



til « 



_fir 



(1 -f- cy^r^+iC-" > Ä„ XI + e)-i«^ie»+i. 
daraus geht hervor, dass der Rest in den nämlichen Falten wach- 
ieü oder ubnebmen wird, in welchen diess mit den Gliedern der 
Keihe 

(l-t-a;y^l +a,ar-\-a,a:*~l' H-B»ar" (für is = c) 

geschieht. Bezeichnen wir a^c" mit p„, so ist 



p^j=pn. 



^■Mt in. 



= -P«(i- 



^)^ 






d. L. >lic (Uö. 
tolgt <luriiu£ 

wiis l>ei ilet 



H)«<i.o- 



ü)' 



iracLsendeD n auf d; 

hiniius^elit, In jedem anderen Fülle 
p„+\ .... niclit ins lineDdlicIie ob, 
Eatle cansliint oder unendlicb gross, 
VOD den Reat der Reihe, ticlitieiisen 



sultat 



len die Glieder p„ 
□dem werden entweder aa 
md das Nämlicbe (;itt ilani 
ir diese Fälle aue, so bleibi 



(H-^y = l+£-; 



+1>^>-1 



■ werden und dci 



ir unbestimmteD C'o«(l1- 
auf "StreDEe An«prucb 
Tür sicli 



eine Keilie, deren Glieder immer kle 
\erscbwindet, d, b. ciue couverccut' 

lo dieser Welse muss die IHetho 
zienten (togewendet werden, wenn 
machen wi». Halte man früber dies, 
lieben VVe^ Terfulgt, su würde der leidige iStreit über Canvei^n 
und Divergenz der ßeilieo gar nicbt cnletandeD sein. Stott dessei 
liess man gleich die Reibe ins Unlieslimmle furtgebea und bemühte 
aicb s]iä[er den olfenbnr widersinnigen Resultntcn (aubald eine Di- 
vergenz einlrat) eine irgend pliiusible Hedeutuiig zu vindicir«. 
Wie es acbeint bat man sieb immer daran gebalten, dass ian\ 
eine ricbtige Kecbnung auch etwas Richtiges zum ^'oracheia kon- 
inen müsse. Dazu gebÜrt ouch Bicbligkeit der VoraussetiDne, 
Wenn man aber eine Funktion einer uncndlicheD Reibe ((lelcli 
setzt, SU will mau ditmit sehr oft der ersteren eine Purm uulznio* 
^en, die sie gnr nicht annehmen kann. 

Dergleicben Fälle giebt es mehr. Setzt n.UD z. B. 



/(^) = «. 



r-i~a^ 



muliijiüzirt hciderieits mit - 
und 7f, so lindet man 



j fW7 i!x und integrirt iwiscLen 



■ ^flf^'^'i ^'" "-^ ''^ = "•" 




V Man upbnic z. E. /(.r)= 1, so bat man darnach 




t' X^^'" ^ + i "" 3.r-t-i sin 5:^+... 


k: 


■ Aber für ^ = oder w = n kommt der Widersprucli 


n, denn cl 


H Vorschein. Ünröher braucht sich \iemand zu wunder 


^^ liegt diess lediglich in der Form der Reihe, die für f{a 


-) ODgenOB./ 

rousseliiijl^— 


■ men wurde. Hier kann man die tinricbligkeit der \ l 


^^L für ^^0 und .■t:=.7c gleich a iiriuri erkennen, bei d 




^^L tcnzcti virn a: fortscbrettenden Heiken dügegen erst 


B pus(eri«a-> 
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durch die BetrachtUBg des Restes; aber gerade .diese letztere hat 
man ffewöhDÜch vernachlässigt und daher der ganze Streit. 

Zu welchen entsetzlichen Resultaten man durch dergleichen 
Nachlässigkeiten gelangen kann, will ich hier an einer Rechnung 
zeigen, die ich parallel einer von Euler herrührenden fortführen 
will*). Nach der Formel 



ist 



cos (»-{- l);r = 2cos na: cos a: — cos (n — 1)^ 

cos ^ = cos Of 
cos 2^ = 2cos a? cos a: — 1 
cos 3;r = 2cos 2a: cos a: — cos a: ) (6) 
cos 4;r = 2cos 3a; cos a: — cos 2a; I 



n. s. w. in inf. 

Also, wenn man das Aggregat der Grössen auf der linken Seite 
der Gleichheitszeichen =S setzt, 

- Ä = cos o? -h 2i^ cos a: — 1 — Ä, 
woraas man sogleich erhält 

S:=zcoB a?-hcos 2a; + cos 3ar -{-... in inf. =-r-^-. 
Entwickelt man jeden Cosinus in eine Reihe, so ist 
8=^1= l + H-l + H- 

-(l»-*-2» + 3» + )-— 






ri*-*-2«-4-3* -4- 'i — — — 



woraus augenblicklich folgt 

1 + 1 + 1 + 1+ . in inf. = — i 

la^-2» + 3» + ;.. =Ö 

14^2*4-3* + =0 u. s. f. 

Dazu werdeir sich schwerlich Gläubige finden! 

UnCersuchen wir nun, worin der Fehler liegt. Nehmen wir die 
erst als endliche bis zum j»ten Gliede, setzen 

8n = cos or --I- cos 2ar -f- . . . . -f- cos ns: 



^ ■ 



*) Supplemente zu Klügels Wörterbuch S. 5S6. 

18 
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duil denken ans zu der obicen DorstelluDg (6) DOch das letile 
Glied 

C09 »x ^ 2coB {« — 1 ) coB X — cos (n — 2) ^ 
hioiUfifescbrielteD, so ist jetzt 

Sh^CQS X-\-^n-\ . cos iT — 1 — S,,—^ 

and weil jS„_i^iS„ — cosn^, *„_s=iS, — {cos tta!-+coa [m — l)s) 
ist, EU findet sich leicht Dach einiger ReduktioD 

*„ = coB ar-l-coB 2j?+cos 3^+ + cos «jr 



2sin ix 



Für wachsende m nähert sich oher der SlnusqmiHeat {der Rest der 
Reihe] keineswegs der Null, Gondcrn oBzil|Jrt beständig zwiscbei 
+ ^ - I und — z.^ -;-■, so dasB also jene Reihe ins Unendlich 
fortgesetzt gar keine bestimmte Summe hnt. Entwickelt man i»- 
gegen auf der linken Seite die Cosinus und auf der rechten <ln 
Sinusquoticoteo nach Potenzen von a:, so erhält man durch V«- 
gleichuDg 



l'+2'-*-3»4-.. 



n(n-^l) f2«-H> 



die ohnehin schon bekannten Formeln. Auf gleiche Weise knw 
man die übrigen Reihen der Art prüfen und wird immer den bI((I) 
Fehler finden, dass ein Reat (der Quotient zweier trigonomeiriscliei 
Funktionen) weggelassen worden ist, obne daas er Tür wachsesdc 
»sich der Null nähert. (Die Frage des Herrn Dr. Helleriine. 
Archiv Tbeil I. Hefts. S. 331. erledigt sich dadurch von selbi.) 
Vielleicht ist es nicht überflüssig, zur Brgotzlicbkeit der Lc^':' 
noch einige Folgerungen aus den gewöbulichea Resullsteo i" 

Wir fanden 



■-^■J 



cos^+cos2^+co»3j2:+... .-f-cos«.r= — i 
und wenn wir tt — x für ar schreiben 

COB X — cos 2ir+co8 3^-1- ±coa ju^^i^fz — 

' ^^ 2cos i-r 

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem u gerade oiJC 
ungerade ist. Nun soll aber auctore Eutero seiu 
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! 2*-J-co8 3a: — 

wir in UDsercD Formeln » = 



.. in inf. =-1-1 

nehoieD, auchi 



I (olglicli 



' Qoar = 0. (!) 



Lulliplizire feruer die erste Reilje mit /"(irjrfa: und iotegrlre 
lUcbeo iwei GräozcD und a so kommt 

/^/(^Kjr-)-2[y^/(.r) CO. ^ ,fa 

+ y^ '/(«) coB 2^ rfar + in iiif.] = (8) 

lireod dagegeu die Summe dcrseibee nach (7) 



=-y:^ 



fworiiber mnn einen Trulieren Aufsatz \ 
gl7) nacliaelieii kano. So würde i 
r~^, a:^ix folgen 



r wacliseode « 

mir (ArcIlivTlieil J. 
Jener Reihe (S) Tkir 



iDf. = . (!) 



[ nDbeslimiiileD CoeffixienteD. Wirft maa einen Blick auf die 

SBgebene Darsielluna;. so ergiebt sieb von aolbat, wo die frag- 
ethode ihren Platz finden kann. In der allgemeinen Ariiti- 
] mau sie nusser zur lilntwickelung von Reibenquotienten 
t benutzen können, weil die xa strenger üiitersncbuni]; nölhigeo 
(tl I stand igun gen die Kräfte der niederen Analjsis Übersteigen. 
er besser nicht von der Entwickelung in Reiben, son- 
I^Ton der Summiruag derselben auszug-ehcn und dabei mit 
Diialformel nnzufnogen, ans welcher sich die übrigen Rei- 
Ffär die .wiclitigaten Kunkiionea ableiten lassen. Das Bedürf- 
■ aer Convergenz stellt sich bier von selbst dar, weil mau nicht 
f die BestiiDDiung einer ReibeDsumnie unternehmen wird, als bis 
ireiss, dass eine solche in endliclier Form e>:is(irt. Dieser 
den unter Andern Caucby in seinem Cours d'Analyse 
teacblagen bat, bleibt daher jedenfalls der strengste. 



I 



XXXII. 

Ueber die Integration unendliclier Reihen. i|| 

Von 
Herrn Doctor O. Scblö milch 

lu Woiinar. 



Der IHisBbraucli, den man mit uneiidlicIieD Reibeo, welclie ntell 1 
jederzeit coiiTergireD, setriebeo hat, führte unter Andern auch da- | 
zu, dass man Reilien der Art zwischen kränzen inte^rirte, iaoet- 
Lalb deren sie nicht beständiu' convercciren. Dbbb dieis im AUge- 
meinen nicht erlaubt sei, ist leicht einzuBehen. Denn ein beatim; 
tes Integral 



fA- 



'x) dx 



ist bekanntlich die Gränze, welcher sieb der Ausdruck 

«Ji/(«)+/(« + ^)+/(« + 2'') -t- +/(" 

rfr=; , (n eine positive ganie Zahl) 

für wachsende », also obnehmende & nähert. Will man 
/(ir). unter dem Integralzeichen eine UDendlicbe Reihe sc 
wird man erst den vorlieg^eeden Ausdruck um die Befuoj 
befragen müssen. In demselben durchläuft x stetig die \1 



t-2J,. 



1 erlaubt sein, 
X richtig ist. 



ind mithin wird jene ßeiheuvt^rwondlung 
lie Reihe für /(^) für alle diese Werthe 
;ouvei^irt. 

Wie leicht man bei der Nichtbeachtung dieser Regel auf Irrtliü- 
ner stossen kann, zeigt u. A. folgendes Beis))iel. Es ist be< 



" ~ » tan — 

2 

Wollte man unter dem Integralzeichen statt -. 



^B^H folglich für IM = 1, 
^^Pt Wollte man unter di 

f 



, 10 würde maii dagegen erhalten 



/; 



also überhaupt das Integral ='x, ein ganz falscbes Resultat. 

Indessen fehlt es auch nicht an Ueiapielen, dasa trutx der Ver- 
RUchläBsigulig jener Regel richtige ßesuttale zum Vorschein ge- 

rmen sind. Dies liegt dann an eiuer besonderen ßeschafienlieit 
Reates der Reihe. Torausgcsetzt dass 



/w= 



hö,a^-f-ff,j 



" + /(» 



ttae Reibe se 
wachsende » 
gränzt wachai 






incke 

r 



welche fiir ; ^ 
iwobl der Rest, als die vorhergebei 
, so trifft ea ajch doch häuhg, d 



'/•{«)rf^ = ..(|!- a) + „, '—^-^ H- . 



^«+1 _ r,"-t-l 



\~flR.4^ 






ihnimmt und folglieh dos Näm- 
deo Rest gar Dicht herücksich- 



las letste (ilied fiir 
iiche berauskummt, i 
igt hätte. 

Der Sicherheit wegen ist es daher immer nöthig den Reitt mit 
;u nehmen, sobald die lutegrutioaBgräuzen die Wcrlhe von x fiir 
reiche nllein die Reihe eoovergirt, Übe»teigoa. Naturlich ist diess 
u maoehen Fällen eine blosse Vcrvollsläntligung, durch die man 
lichtB Neues erfährt, die uher von einer strengen Begründung wohl 
erlangt wird. 

" > hat man z. B. die Integrale 



ÜTdei 




(1) 



rderen Entwicklung sich ein Theil des Aufsatzes vom Herrn 
lerausgeber, Archiv Tbcil II. Heft 3. S. 2S3— 301 beschäftigt, 
nch auf einem sehr kurzen Wege entwickelt, welcher aber gerade 
ene Vervollstäniliguog nöthig bat °). Es aollen deiahalb jene In- 
Egrale hier besonders betrachtet werden. 

1} Tbeilen wir in dem ersten dcrsetheu, welches kutz J heia- 
en möge, das Intervall bia ce in zwei andere von bla I lind 






■xa—\iix 



iipplemente zum luathein. WorUrb. Iste Abth. S, IS4. Wahrscheinlich 
" luch-der flerr Herausgeber ilaa üngeniigende juiics Ueweises gs. 
. .t, und daher in seinem AiifsHtzG einen zwitr längeren aber griiml- 
idieren Beweis gegeben. 



W" 4- 
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Nehmen wir in dem Integral von I bis oo , .a:z=— , 

a!''—idx — I— "rfi 
x^—^flx = — *— "— 1 . (Ar und -j— — ^ —^ j— . Die lotegratm 

gränzea für x müsseTi ^0 und =^1 genommen werden, «lorait i 
mit denen für x identisch verdeD, Also ist duq 



281 

Lassen wir duii diia heliebige » ins Ui]eDdlii;!ic wucbsen, su wird 
die obenstebeutle Re'ilie eine uaendliclie convetgeule, wovon 
man sich sehr leiclit äberEeugeu kann, Ks fragt sich nur nocli, 
was in diesem Falle aus den angetiängtüp Inlp^ralen wird. 

Jedes derselben läsat sich nach dem Tbeorem (3) in dem vur- 
I herf^ebendeD Aufsätze über die Methode der UDhestiuimtcti Coefli- 
\ lienten in zwei Gränzea einschliessen , wenn man das dortige 

(«=;0, ß=l, ,/,(^)^^-~, t(/(a') = ^r-M-"-! oder =^7-0+" 
tat. Vermöge der Bedeutung loa M nnd A' a. a. 0. ist 

.^nlfflich wenn wir ot + » — l und — « + « mit m bezeichnen, 
veTcbes gleichzeitig mit a wächst: 



y^'^''«>/rss > ''fi^ 



1 „^ f'i x'^d ^ 

n+1 -^J nl-\-x "^ 



2(1«+ ly 



! wacbReode tn nähern sieb aber beide Crüazwerthe der Null 
1 mithin verschwindet auch das Integral seihst für M^tn^oo. 
sseu wir daher in (3) di6 beiden Integrale weg uud setzen die 
Reihe ins Uuendlicbe fori, so ist 

,_^J 2a _ _2a 2a . ■ r ii\ 

Die Summe dieser Reihe ist aber bekanntlich =^7--~--, und also 
liaben wir, uns an die Bedeutung von J erinnerud, 

•/ 1 -(- Ä sin arf 1 -^ -^ >. 1 

FBr fl^^ — , wo alsit m^m sein muss, und «■=»" ergiebt sich 

/."!5^=-^.. ">-(")■ 

Man findet uucb leicht durch unmittelbare Integration, dass diese 
Formeln noch für a^l, m = «, richtig sind, was aber wegen 
des Unendlichwerdens derselben keinen Nutzen gewährt. 

2) Der bisher verfolgte Weg fiihrt auch unter einigen Itlodifi- 
kalionen zur Kenntuiss des ähniichen Integrales 



^Jümmt ms 

t 



/ 1 — J^ 



mit demselben die Reduktionen vor, welcbc früher den 
iruck (I) in (2) verwandelten, so findet sich 




Wollte man die frülier, uuf die in (3) ao^eliängleu lole^rale ((ngc 
wendete!) Scliltiase liier wieder für die beiden Integrale in der vor- 
tctztcu ReiLe Lenutzco, so würde man lur jedes diis DDendliche 
als Gränzwcrlli linden. Oesslialli wurden sjc in iler letzlen Reih« 
in ein Inlegrol zusammpu gezogen, was wegen der gleiclien |Dtegn- 
tionsgränzeu leitLt geaciieliea hunnie. UusselLe lässt sich aber 
uucli so schreiben 



r 

' 



\~x\~' 



worin wir I — 2a mit li, n-\-a — 1 mit m 
Cm nun für dieses lntef;ral zwei Griiozwcrthe 
uebmcD wir in dem früher cilirten Katze von i 



grulen y(A-) = 



, vH = 



a=:0, /S=l. 



czciclinen wollen. 
ij^elien zu köDDes, 
I bestimmten loU> 

i wäreD nun , 
: and Minin 



tut di>s Intervall 07 = bis ^=1 <l»s I 
<^ uiiil il I der Punktion if{x) zu liestimn 
der gewöhnlichen Weise geschehea wenn li in Zablen gegeben ist. 
pa unseren Zweck reicht es über hin zu bemerken, daas diescllcu 
Hiebe Grüssen sind. Denn wülrrend des liitcrvailes bis I kau» 
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ilie Funktion - ^ - uiclit uneadlicli werJeii. Dazu würde niitEiig' 
sein, daas der Nenner ^0, also ^=1 wlire; daoD wird über 
such der Zahler ^0 uod der wahre Werlh des fjymbolea % finjet 
sich nach den gewöhnlichen Regeln ^6. Eben so wenig kiina 
jene Funktion ^0 werden, weiTdano derZübler^O sein miisate, 
10 welchem Falle tiucb der Nenner sich unnullirt und wieder das 
eintritt. Also sind Jtf und vV zwei endliche GtnsBen, und 
Folire des früher citirten Theorems 



Rurige eint 
irir Caben i 






'"fl' 



i/o 1- 



ichsende n das Integral eich unlte- 
wir dasselbe in (8) weg und setzen 
endliche fort, s» ist nun 



troraus sich ergieht, duss für 
granzt der Nulf nähert. Lass' 
die vorhergehende Reihe ins I 

■'=1-^1^^ + i^»- + whr' + '- Ml 

Vuraosgesetzt dass a ein positiver ächter Bruch ist, haben wir 
n cot an als Summe dieser Reihe, und mithin < 

f« für a=~, ^^j»" sich noch ergiebt 

Die bisher befulgte Methode ist noch vieler Anwendungen fähig. 
tto findet laan i. R. leicht die Integrule 



» 



/".j£!!^ = iL . _J_ + 1 > « ^ 0. 

•/ H-iC' 2 £n' ■ ^ = 



Ja 1- 



r = — TT tan " 



die viel Analogie zu den oben eutwickelten beBitzen. 



XXXIII. 

Die Algebra in Italien seit Fibouacei ^). 

Von dem 
Herrn Doctor Gerhardt 

Lehrer atn Gymnasium zu SalzwedvI. 



Die Algcbr:i, oamenllicli die AuflÖiUDg <ler flleichuD^CD, hit 
ECit «len deuknurdigCQ Arbeiten der itulieni'icIicTi Mathematiker des 
Ifiten JnlirhunitcrlB wenig Fortschritte g^emnclit und die HemmoisBt, 
die sie oicht zu beseitigen lermociitca, sind im Allgemeiuen nocb 
jetzt vorhauden. Es scheiot der Mühe werth zu seip, den Weg ta 
verfolgen, welchen die Wisaenschofl: seit dem Auftreten Fibonncei'B 
zu Ati^ang des ]3ten JuhrbiiDdcrta cioscblug, bis sie za .jeueia 
BäliepuDkte gelangte. 

Jahrhunderte Terginp;en, ebe jemand auftrat, der den hoben T«^ 
dieiistED FihoUHCci's sieb bättn würdig zur Neite stellen küanen. Die> 
EC8 Factum, so wie daas die Arbciteo dieses Mannes Jnlirbuiidetta 
hindurch fortwährend bcnntzt und die Hränzen der Wissenacbaft, 
wie er sie gesteckt, erst nach lancer Zeit erweitert wurden, tci- 
nnlastieli uns zu behaupten, dasa Fiboniicci unter die bedeuteÄdslen 
Mathematiker des Mittelallers gerechnet werden miiss. Zwar fal- 
ben wir gesehen, daas er theilwcise nach arubiscbea Vurbildem 
arbeitete^ dies thut jedoch seinen Verdiensten wenig Eintrag, Aea» 
er hat gezeigt, daaa er ullein in jenen Zeilen der tiefsten II nwii- 
senlieit dem Finge der Wissenschaft, den sie bei den Arabern ge- 
nommen, zu folgen und sie in sich aufzunehmen vermochte. 

Nach ihm finden wir im ISlen Jahrhundert kaum die NanaD 
' einiger ÜHsthematiker erwähnt; von ihren Werken ist wenig b!a 
auf uns gekommen. So schrieb ein Daminiknner Leonardo von 
Pistoja um 1280 über Geometrie und Arithmetik, dessen Werke wir 
aber gegenwärtig nicht mehr haben, und um dieselbe Zeit ein von 
Ximcnes erwähnter Anonymus einen Ahbaco. Auch beschäftigte 
man sich mit ITebersetzungeu aus dem Arnhischen; au iiberse^le 
Guglielnin di Lunis eine Schrift: die Regel über die Algebra (Re- 
gnla dell' Arcibra) aua dem Arabischen ins Italienische. Man hat 
dieses Werk Tür eine Ueherseixnng der Algebra des Mohammed 
hen IVfnsu gehalten^ dieser Annahme jedoch widerstreitet das, wns 
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^HRinliffai darDus mittheilt. Späterbin Bcljrielieo ProDzeeco <li Dapati 
^H(ichel«i»i, Paolo Gberardi, Pietro Strozzi udiI Antonio Biliottj, 
^Hmannt dall' Abbaco, sämmtlich aus Toskuna, wo Pibonacci'a Ein- 
^^■iBs nicbt obne Wirkung gewesen war, über Arithmetik unit wabr- 
^Hclieinlicb aucb über Algebra; der berühmteste aber unter den Fto- 
^HiintiDiachen Mathematikern der damaligen Zeit war Paolo Dago- 
^Hari, genannt aucb Paolo dall' Abbaco oder Paul der Geonieter 
^^v 136^). Et besass ein ousBerordentliches Talent und g'leicbzei- 
^Hte SchriftsteUcr bähen ihn neben Dante und Petrarca gestellt. 
^Kn seinen Scbriften exisliren noch hondschriftlich Bücher über den 
^Hftbnco, worin zuerst das Komm» gebraucht wird, um groxac Zab- 
^^Bd in Gruppen zu 3 Ziffern zu tbeilen; ferner eine Schrift über 
^Hntbmetik und Algebra, welche für KauBeute bestimmt, die AußÖ- 
^Bng der Gleichungen der beideu ersten Grade, die der zweitheili- 
^^BB cubischen Gleichungen und mehrere scbwierige Probleme aus 
^^nr nnbestimmten Analysis enthält. Uagomari giib auch zuerst in 
Hnalien einen Almanacb heraus, den man damals Taccuiao nannte. 
Hm dieselbe Zeit schrieb Giovanni Danti von Arezzo eine Abhand- 
BlB lig über den Algorismus nach den Werken des Boetius, und eine 
Hi^Dmelne, wobei er arabische Kehrittsteller benutzte. Ein anderer 
^^■arentiner , Rapbael Canacci, vertasste im 14ten Jahrhundert in 
^^Wienischer Spraclie eine Abhandlung über die Algebra, die für die 
^^Bschichle der Mathematik vou Wichtigkeit ist und eine nähere 
^Berücksichtigung verdiente. Sie findet sich noch bDodscbrifflicb in 
r^er Palatinischen liibliotbek zu Florenz. 

Prosducimo Beldomando von Padua verfasste gegen das Ende 
des 14ten Jahrhunderts ausser andern mathematischen Schriften eine 
Abhandlung über den Algorismus, die 1-183 zu Padua gedruckt 
wurde, und unter seinen noch bandschriftlicli vorhandeaen Werken 
gieht es eines, das nach indischen V Urbildern gearbeitet ist. 

Dies sind die bekanniestea Männer, die nach Fibonacci im 
I3len und 14ten JaLrbundert über Arithmetik und Algebra gescbrie- 
ben haben. Ausser ihnen Hessen sieb noch viele Namen mathema- 
tischer Schriftsteller anführen, die zwar nicht unmittelbar die Wis- 
senschaft weiter förderten, aber doch zu ihrer Verbreitung beitru- 
gen und das Jahrhundert des Ferro und Tnrtaglia vorbei eiteten. 

Die noch bondscbrifllicb vorhandenen Werke über die Alicebra 
aus dieser Zeit enthalten gewöhnlich die Aullosung der Gleichun- 
gen des ersten Grades und allgemeine Regeln, öfters jedoch ohne 
Beweis, für die Lösung der quadratischen. Einige Schriftsteller 
haben Gleicbuugen des 3tcn und höherer Grade behandelt, die zur 
Lösung derselben gegebenen Regeln sind aber falsch; für den Fall 
nämlich, dass diese Gleichungen dreltheilig sind, haben sie mittelst 
luduction Furoicln gemacht, die denen ähnlich sind, die zur Lö- 
sung der quadratischen Gleichungen dienen; für Gleichungen, die 
aus 4 oder mehr Gliedern besteben, gaben sie sehr bizarre Regeln, 
die auf falsche Principien gegründet waren "). — In diesen Alanu- 



! dem Uten Jahrhundert, 
von diT Form px'=:ax- 



gegebeii wird; naeh derselben soll a^ ^ s~ + 1/ '«")' 
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auriptvD findet man aucL Prubleme der beiden ersten Grade aus d 
Dil bestimmten Analyäia udiI eiait^e Bemerkiioffen über Wureelans- 
drücke. Die ZeiclieD der Ailditiun und HublractioD libdeo sieh 
nach nicLt: die Addition wird dadurcb uugexeigt, dass die keideii 
zu addirendeu Ausdrücke ueben einander gestellt werden, und die 
andern Operationen werden durch (JmscbreibuDg «UBgcdriickt. Du 
Wort Binom findet aicb scbon, nicbt aber das Wort Gleichung; 
das Wort Algebra wird aebr bäufi;i; gelroflen, Almucabala weit sel- 
tener. Einige Anweadungen der Algebra auf Geometrie, die in 
Allgemeinen keiuen andern Zweck zu haben scheinen, als die Pro- 
bleme aus der unbesiimmtea Auulysis zu coostruiren, and einige 
leichte UntersucLungen über Masiuia TerTollstäudiffen öflerB die 
wissen scbafi lieh st es dieser Werke. Sa kummeo z. B. in dem oben 
erwäbnien Maouscri^t über Algebra, die für Kau&eute geacbrieben 
war, wie aUBdrücklicb am Eingänge bemerkt ist, fulgende Aufga- 
ben vor: I) Bs sollen in einem Kreise, in einem Dreiecke oder in 
einem Quadrate eine gegebene Anzahl Kreise, gleichschenkliger 
Dreiecke oder Quadrate beziehungsweise eingescbrieben werden, 
BO dass die Summe der Flächen der e in gescb rieben en Figuren ein 
HsKimum ist; 2) in einem Kubus eine dreiseitige l'jramide einza- 
Hcbreiben, so dasa der Inhalt derselben ein Maximum ist; 3) es 
Eollen die Gleichungen 

4yar« — ^'=y'. 



in ganzen Zahlen gelöst werden; o. s. w.: sämmtlicb Probleme, 
die beweisen, daas es dem unbekannten Verfasser nicbt an Sagsci- 
töt gefehlt hat. 

In der ersten Hälfte des 15ten Jahrhunderts widmete man sich 
vorzugsweise dem Studium der classiscben Werke des Altertbums; 
daher begegnen wir in dieser Zeit keinem Namen, der in den Wis- 
senschaften etwas geleistet hatte. Damals wurden die Untersncbua- 
gen über die Algebra unterbrochen. In der zweiten Hälfte dieses 
Jahrhunderts beschäl'tigteD sich einige Gelehrte mit den fichrifteo 
der lUalberoatiker des Alterthums; sie wurden übersetzt und erläu- 
tert, oder auch vervollständigt und angefangene Dntersuchnngen 
weiter fortgeführt; besonders mit der Geometrie war dies der Fall, 
während andere sieb ausschliesslich mit der Algebra befussten und 
ihr einen Grad von Allgemeinbeit gaiien, der von den Alten nicbt 
geahndet wurde und den zum Theil die Mathematiker der nenerea 
Zeit nicht haben übersteigen können. 

Maurolvkus (geb. 14^ zu lUessiaa, gest. 1575) gebort zwar zn 
denen, die ihre ganze Thätigkeit auf das Studium der eriechischen 
Geomeler verwandten; er hat eich jedoch auch mit Algebra be- 
Bchäfligt, wiewohl er sie für eine barbarische Wissenschaft hielt. 
Seine Schrift über die Algebra ist zwar verloren gegangen, indes- 



1 hier tdh Gleichungen die Redt 
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beschränkte um sich nach dem, was wir davoD wissen, auf 
die ersten Elemente. Die AritEimetik des Mauroljkua entliätt in- 
tereesiiDte UntersucLung^en iiher die Theorie der Zahlen; unter an- 
dern sind dariu die BigenBchaften der Poly^onalzatileD weit voü- 
ftändi|;er bebandelt, als es von Uiaphantus geschehen ist. 

Die Reibe der Algebraisten Italiens im lOten Jahrhundert er- 
öffnet Lucas Facioli °), von seinem Geburtsorte Borgo Sea Sepolcro 
in Toskana I^icas di Borgo S. Sepulchri genannt, Er wurde da> 
selbst gegen die Atitte des lälen Jahrhunderts geboren und trat in 
ilea Orden der Minoriten. Von seinem Leben ist wenig bektinntt 
11D8 den VoTreden seiner Schrillen und aus den Registern der Uni- 
versitäten. wu er lehrte, geht hervor, dass er nach und nach zu 
Perugia, Neapel, Pisa und \eDedi^ Professor war. Später begab 
er sich noch Mailand an den Hotdes Ludwig Moro, wo er mit 
Leonardo da Vinci zusammentraf, mit dem er auch bei der Ankunft 
d^r Franxusen die Lombardei verlicss. Die letzten Jahre seines 
liebens scheint er zu Florenz und Venedig zugebracht zu haben. 
Er starb wahrscheinlich bald nach 1509. 

Das Hauptwerk PacioH's tat: Summa de Aritlimelica Geometria 
Praportio4ii e Proportionalita; es wurde zum ersten ftlal 149i zu 
Venedig gedruckt und 15'Z3 nocbmala aufgelegt. Da dieses Werk 
vorzugsweise den Matbematikern des lOlen Jahrhunderts als Itasia 
ilirer r'urscbnngcn gedient hat, su mag hier eine ausführliche Dar- 
Blellung seines Inhalts fnigen. Es besteht aus i UaujiltheiIeD , von 
denen der erste Arithmetik und Algebra, der zweite Geometrie ent- 
liaK. Die Unterabtheiluugen heissen distinrtiones. In der ersten 
ist znm Theil die Arbeit Fibonacci's über die (tuadratzuhlen , die 
in neuerer Zeit verloren gegangen ist, enthalten. Aus derselben 
reproducirt hier Pacioli die Auflösung mehrerer uubestimmter Glei- 
cliungen des 3ten und 'iicn Grades nach eioer Hetbode, die ohne 
allgemein zu sein, dennoch bemerkt zu werden verdient "•). Der 
lleweis fehitj Leonardo von Pisa hatte sie durch geometrische fte- 
irdchtunKCD und an Figuren bewiesen. Diese Auflösungen, besonders 
die der Gleichung x' -^-y* ■= H, sind von denen Diophant's ver- 
schieden, und man hielt früher Euler für den ersten Erliuder der- 
selben; eine nähere Bekanntschaft jedoch mit den algebraischen 
Schriften der Indier hat gelehrt, dass sie sich schon in der Algebra 
des Brabmegupla finden, aus der sie die Araber entlehnten, denen 



*) Nicht Paciolo; er selbst nennt sich Frater Lueas de Borgo Sancti 
Sepulchri, uder Frater Lucas Patlolus Burgensis, oder Pacioli. 

") Nach derselben sctit im 
l«a Zahlen auf7,ulösen, 



die Gleichung .z 



•ein. Sind i. ß. die Gleichungen 

ar»-|-0=y' 
a:' — 6 = 1^" 
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ju Fil)DDacci «eine Kenninisse verdankte °). Ausserilem 
HJcli nucli iü dieser ersteo Dislinction die Sumnien einiger namerip^ 
sehen ReilieD uud eine Tafel der vollkommeDep Zaliieo. Die e weite 
enthält die 4 .Speciea mit allen daioale gebräuchlichen Artea d«i { 
MuitiplicatioD und UiviHiou, mit den BechiiungsvortbeileD, '' ' ' 
beim tiebruuch von 7 und 9 ergeben; ferner die Keclinnog mit uen 
einfachsten VVurzelgröascn, Regeln zur BcstimDiung der Summe 
der Heilien der Uuudrute und CubikzoLlen, die ebentalls von Filio- 
lebot sind und den jetzt gebräucblichen Formeln vollkom- 
men entsprechen, und die Auflösaag einiger sehr intereaBanten 
aritlimelischen Probleme. In den beiden folgenden Dislinctiooen f 
wird die Bncbstabcnrcchnung vorgetragen; die fünfte enthält die l 
Regel de tri und schliesst mit einer Darstellung der von Pacioli 

Sebronchlen algebraischen Bezeiclinnnffeu. Die sccbsle behandelt 
ie l'rugressiuuen im Allgemeinen. Die Hegel Helcatnym oder die 
regultt talsi findet sieb in der siebenten, zugleich mit einer grossen 
Anzahl Vorschriften für die Lösung der Probleme des ersten Gru- 
des. Die achte Distinction enthält die Algebra e Almucabala, auch 
Arte Coua oder Arte maggiore genannt. Pacioli vervollständigt 
hier die Rechnung mit Wnrzeigrässen; er lehrt wie man bei der 
MuUi|ilicalion uniT Division mit ihnen verfahrt, nnd wie in gewis- 
sen Fällen die Wurzel aus einem Binom gezogen wird; er lehrt 
ferner die arithmetischen Ouerationeu mit irrationalen Grössen uud 
beweist den grössten Theit der Sätze aus dem lOten Buche der 
Elemente Euklids. Sodann geht er zu den Gleichungen des 2iea 
Grades über, die er äbolicb, wie es in der Algebra des Muhammed 
hen Musa nnd bei Ftbouacci geschieht, in einfache d. b. reine qua- 
dratische und zusammengesetzte eiotbeilt; von den letzteren unler- 
scheidct Pacioli 3 Fälle, die sieb durch Gleichungen von der Form 

ausdrücken lassen. Die AnOösnogen derselben sind in Verse ge- 
bracht, welche Kästner in seiner Geschiebte der Mathematik Bd. I. 
p. 7Ü. ff, mil^etbeilt hat. Wir werden weiter unten sehen, dass 
auch Tacluglm die Regeln für die Auflösung der cubischen Glei- 
chungen in Verse fassle. Es folgen nun die Gleiebungen höherer 
Grade, die sich auf quadratische zurückführen lassen; hierbei unter- 
scheidet Pacioli 8 Fälle, die sich auf folgende Art ausdrücken 
lassen : 



*-\-a=lix'' 



^L y a:* = ax 

^P ' X* -k- ax^ = f/x, X* ^a + bx. 

^H Die Auflösungen der drei ersten und der drei letzten werdi 

L 



so setzt man »^1 und erhält m'^4, folglich x^\ 

1 , „ , *9 . . . 7 1 

:!/= = —, x*-\.^=y^ = —, mLibmy = — , v=-^. 

') Eine sehr interessante Duatellung hierüber hei Cbasles p. 494. 49S. 
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] die der viertpn und flinfteD hält er für unmÖGflich, wbb 
Tevreist, dass da diese beiden GleichuDc^en sich nicht auf quadrnti- 
ache surückfuhren lassen, die Auflösung der GIcichuog'ea des 3ten 
Grades damnls nocli nicht gefunden war. Ueberbuupt hat sich Pn- 
cioli mit der Lösung alier Arten vnu Gleichungen, die eich nuf 
quadmlische zurück hriogen lussen. beschäftie't ; unter andern giebt 
er auch die Aufläsung einer vullständigen Gleichung des 4ten Gra- 
des nach einer Mcibnde, die sich auch in andern Füllen anneoden 
läBst, so ^ie die Aulläsung gewisser Exponentialgleichungen durch 
Näherung. In der neunten Uisfinction endlich, welche den ersten 
Hsupttbeil beschliesst, finden sich die Regel der Gesnllscbafitsrech- 
niiDf^ und eine Menge von Aufgaben, die sich auf HnndelBo^nitin- 
neB beziehen, bei deren l>ösung zuerst Spuren der Wahrscheiulicb- 
keitsrecbnuug vorkommen. Auch ist dieser Üislinction eine Ab- 
laodlung Über den Uiiudel, die von einem gewissen Chiarini her- 
rührt, tullständjg einverleiht, wo zum ersten Mal von der doppelten 
BncbbaltUDg gesprochen wird. 

Der zweite Raupttheil der Summa umfasst in S Distinctionen 
«(De vollsländige Abhandlung der theoretischen und praktischen 
Geumetrie. Die CeberKcbrift eines Capitels der Sien Distinctioa : 
.Modus sulv'endi varios casus figuramm quadrilalerarurn rcctangula- 
rum per finm atgebrc, zeigt, dass hier schon Anwendung der Al- 
gebra auf Geometrie vorkommt, die Uherliaupt viel älter ist, als 
man gewöhnlich annimmt. 

Dieses grosse, inhriltrciche Werk Pacioli's ist nur eine Com- 
uilalioa aus den damals vorhandenen Schriften über Arithmetik, 
Algebra und Geometrie; namAitlicb sind die Fibunacci's benutzt, 
ja der Verfasser sagt sogar, dass wenn er einen iSchriflsteiler ci- 
tire, ohne seinen Namen zu nconen, er aus Leonardo von Pisa cnt- 
lebne. Die Wissenschaft selbst hat weder an Cmfang noch in der 
Behandlung gewonnen; die Gleichungen werden U<iOii immer durch 
Worte ausgedrückt; nur zur Abkürzung bedient sich Pacioli hier 
nnil dn der ßuchstnbrn p (pii) d. h. plus) und m (tneno d. b. mi- 
nus). Das Zeichen = knmmt nicht vor, dafür gehraucht er das 
Wort eguale. Für das Wurzelzeichen steht der Buchstabe R, und 
die Uuliekuunte x wird durch ca. (cosa), x'' durch ce. (censo), 
x'^ durch cu. (cuho), x* durch ce. ce. (censo ceuso) u. s. w. aus- 
gedrückt. Auch der Charakter dieses Werkes ist von dem der 
trüberen nicht verschieden; es beruht auf einer beständigen Ver- 
einigung der Algebra mit der Geometrie: eiue Eigenthümlichkeit, 
die demnächst beinahe in allen mathematischen Schriften des Ifiten 
Jabrlianderts gefunden wird. 

Pacioli ist. noch der Verfasser eines zweiten Werkes, das je- 
iloch nicht dieselbe Wichtigkeit hat, als das eben besprochene; der 
Titel desselben ist: Lucae Pacioli divina pro[iortiune, opera a fulti 
ulingegni perspicaci e curiosi nccessariu: ove ciacun studioso di 
. iiilosopbia, prospeitiva, picturu, sculptura, urchiiectura, musica e 
Lire matematichc, soavissima, sotiile e admirahile dottrina cunse- 

iuini c drlcctarassi cun vurie qucstione di secretissima scienlia. 
enetiis 1509. iu fol. °). Unter jiroportio divina versteht der Ver- 



■) Eine vollsländige Darstell 
Math. Bd. 1. p. 417. sqq. 
Tteü'lll. 
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fasBcr die Theilung einer g;erBdeD Linie in das mittlere und olxI^ 
VerliüliniaB, die nuch sonst aectio aurea oder der goldene ^«^^^ 
senannt wird; er will sie zur Grundlage aller der im Tl^w^X ' 
Werkes erwähnten Wissensctiafteu und Künste macfaen. ^t 

wärtig int dasselbe nur inaufern nach von Interesse, duss L^^^nt 
Au Vinci mit eigener Hand die Figuren dazu gravjrt und t^^^\^1 
selbst Antlieil ou der Redaction gelabt hat '). 

Kurz nach der Divina proporiinne erschien im Jabre ~ ^i 
Florenz ein für die Geschichte der Sluthemutik höchst ™«^a-^^- 
Werk: Die Summa de arilhmeticn des Franzesro Ghaligui, 
schon bäuGg citirt haben. Es besteht nns 13 Itiichern, iin t^^-.^ j 
die Lösung der Gleichungen der beiden'ersleu Grade, die ■■ ' 

sehr schwierigen Probleme aus der unbestimmten Analjsia ^^ 

Buche, diis wiederum nach Fibonacci gearbeitet ist) und A^^-^°l 
nung mit den einfuchsten WurzelgrÖHsen, Aber namentlicln- -j j ^ 
gewährt dieses Werk cid eigentliümliches IntereBse, da^^^, ' 
wissermassGu ein bislorisches Regicrtorium ist, denn m ^,„ ,. '• 
darin bedeutende Fragmente aus den Schriften Fibonacci i'^ ^ 
t'äpe aus einer Algebra, die von dem oben erwähnten V^aJ/ii 
di Lunis aus dem Arabischen übersetzt wurde, einige l'it-^rjLi/' 
gen BUS den Schritten des Giovanni del So''" —■'"'■ — ■" - ■ 
des Gbiiligai war, und wiederholte Anfiihi 
dessen Werke wir ges;enwäriig nicht mehr 

Diese Schrift Glialigai's ist weniger W' 
«ioli's, und desshalb musste sie ouch zu 
auf das Studium der Muthcmatik haben. Sie eutliült ein mhrpta 
'R^Mumi von dem, was man damals wiisstc, nnd zeichne! cict ii 
dieser Hiusicht vor allen früheren Schriften ähnlicher Arl am, 

Ausser diesen beiden, die eanze Wissenschaft der dadiilifM 
. Zeit umfassenden Werken erschienen nun noch zu AnfiiD|(C in 
flöten Jahrhunderts einige Abhachi, die zwar unr die e raun Kie- 
lte enthalten, die aber ihres Allerthuma wegen hier eine S'<"' 
* finden mögen. Sie sind; 

Pelloa, compendion de abacho, Thaurino 1492. 4. (im DW'^' 
TOD Nizza geschrieben); 

Pielro di Uorgo, libro de abacho, Venelia 1561. 4.; 

Sfortunati von Siena, nuovo lume di orithmetica, \a^ 
1S61. 4.; 

llberti, thesoro uutversalc de abacho, Vinegia 1548, 

Feliciaeo, libro di arithmeCica e geometriu, intiiulaia fall 
«rimaldelli, Vinegia 1550. 4.; 

Verini, B|iechii> del mercatimte, Uilano 1542. S. . 

Cnlani von Siena, practica ^elle due prime malemutiche, tr 
netia 1&46. 4.: 



*) Montucla (Bist, des matli. Tom. I. ) 
Geomet. d. Uebers. p. 617) führen 



n Piuvli 



rum regularium et dependcntium active perxcrutalionis, Venedig 
in i.; aus KsKincr's Uesch. der Math. Bil. 1. p. 4J8 gebt jedoch M 
vor, dasa dasselbe nur eine besondere Abtheilung der Divina p( — 
tione ist. Hiermit scheint Libri übereiniuitimnien, der es nti* 
vväbnt hac 
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> OrtefcB, summa de aritbrneticu, Roma 1515. fol. (Juan de Ortega 
war ein Jitpanier, der dieses Werk in Italien verfasstc) °). 

Alle diese Werke, die Haufilwerke PacJoli's und Ghalig^ai's mit 
eiDgeschluBscn, behandeln our Gleicliung-en der beiden ersten nnd 
soiclic höherer Gra<le, die sich auf den zweiten zurückführen laa- 
aea , UDd auch diese nicht einmal voltataniji^, deoD man zog, wie 
es auch die Araber und nach ihnen Fibonacci gelhan hotten, weder 
die negativen noch ilic imaginären Wurzeln in Belraclit, und hielt 
die «laicbuDgen Tür unlöslich, hei denen man auf solche Wurzeln 
kam. Kaum hotte man in einzelnen Fällen die Mehrheit der Wur- 
zeln erkannt. Vergleichen wir hiermit den Zugtand der Algebra, 
wie er sich aus den um dieselbe Zeit in Deulscbland erschienenen 
Werken eigiebt, bu bietet sich ein in der Tbat erfreulieber Dnter- 
aehied dar; die Arithmetica infegra von Michael Stifel , die 1544 
zu Nürnberg erscliieu, legt eine tiefere Kenntnisa und eine ältere 
Ausbildung der Wissenschaft dar, ols wir in den bisber betrachte- 
ten ilalienischen Werken sahen. Besonders bemerkt man in der- 
selben eine Annäherung an die abstrakte Form, welche die Alge- 
bra seitdem aogenümnien hut. Ausser den Zeichen -t- und — °°), 
den jetzt gebräuchlichen Wurzelteichen, dar Bezeichnung der Un- 
hekanntea durch Nymholc u. s. v. findet sieb darin das Princip 
der Mehrheit der Wurzeln einer hühern Gleichung ausdrücklich er- 
»äbnt und bewiesen. Dieses Werk von Stifel ist aber nur eine 
Bearbeitung einer im Jahre 152-4 erschienenen Schrift des Chrietoph 
Rudolph von Jauer°°°), mitbin muss jene glückliche Ausbildung 
der Algebra in Deutschland wenigstens zu dieser Zeit, oder anch 
noch früher statt gefunden haben, und in der Thut hat Drobiach 
in der neuesten Zeit in einem alten Rechenbucbe des Joh, Wiede- 
nann von Eger vom Jahre 1489 die Zeichen -+- und — schon ge- 
funden t). — Vielleicht wird einmal, wenn die Bibliotheken des 
lüdlicben Deutschlands darchforacbt, nnd aua den noch vurhandenen 
Hannscriutcn über den Zustand der Mathematik im ISten und 
lÜteu Jahrhundert neue Aufschlüsse gewonnen sein werden, diese 
bisher rätbselbafte Erscheinung sich aufklaren. 

Wir kehren nach Italien zurück. Wir aahen, dasa daselbst die 
Algebra zu Anfange des 16len Jahrhunderts noch nicht über die 
ersten Elemente biuAUs vorgeschritten war; aus diesem Zustande 



n. 96—99 an. 

") Libri sagt zwar, dass diese Zeichen zuerst in den Manuscripten des 

Leonardo da Vinci sich findea; derselbe muss sie jedoch nicht niilg'e- 

tbeik haben, denn Paciall, der zugleich mit ihm am liofe des Ludvfig 

Moro lebte, gebraucht sie nicht, 

'") Diese Schrift ist höchst seilen und i 

Zeit, also »bngefabr 20 Jahr nach ihrem crsi 
um den drei- oder vierfachen Preis zu haben sei. Sie muss sehr £a1d 
eiue grosse Verbreitung erlangt haben, denn es exiatirt von ibr eine 
in Italien aogcfertigre Utelnische Uebersetzung, die noch unter den 
Manuscrjpten der Königi. Bibliathelc iix Paris vorhanden ist. Siehe 
Chasles p. 638. 

t) Drobiscbi de Jaan. Widmanni Egerani compendio arithnieticae inSreaCo- 
Tum ms. Lips. 1S40. 
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»{■er wprde sio gegen die Mitte dieses JnlirliundertB durcb iti« n 
einten AoatreDguiigeu eiDca Ferro, TarlHglia uod Curd&a fai^i 
Lösung der nllgemeiueD GleicbuD^eD dei Steo uad 4leii GMkV 
«rliobea, uod die Reclinung mit imaginären ßröasen wnrAe e 

Die AnOösung der cubiaclien Gleicbungen gelang niclit CM.^t^v 
mal; Libri tlieilt Auszüge uub xwei alten Alunuacripten de^ i^^j 
und löten Jufirbunderta mit, die aicb in seinem Besitz bctii«^ ^«i<i| 
I welciicn mehrfache Versuelie zur Liisuug solcfier Gleicliuii^^>«g j. 
macttt sind. Die grdsate Schwierigkeit hierbei war die, d^^^^ 
niebt auf analogem Wege, wie bei den Gleicbunsen des 2t^>„(^ 
des, dabin gelangen konnle. sondern dnss neue Metboden ^^tccJuAJ 
fen werden niussleti. Per Name des ersten Kriindcra einer so/cU J 
ist nur durcb Zufall auf uns gekommen ; kein gleichzeitiger' KciriH. Ji 
steiler gedenkt seiner und sein Verfahren ist unbekannt g^llieia, h 
Scipione Kerro, von 14Ü6 bis 15^5 Professor zu Bologna, lösitu.r 
erst die Gleichung, die mau damals „capilulum cubi et rerun m 
mero nequalium'' (d. b. a;''Y-m.v^a) nannte, ailgemeia aof: ir 
starb aber, ohne seine üntdcckunc; bekannt gemacht zu haben. I'" 
gefundene Formel huttp er jedocb dem Antonio Fiore anTerd""' 
der unterschiedenen Genmetern, so aucb 153» dem Tnrtagüa, ^'' 



blemc zur Lösung vorlegte, di< 
Upsitz er war, erhalten werden k< 
lieber Rechner war, so glaubte 
nicht im Besitz der Losung sein 
versicherte, dass ihm die IVlethod 
grossen Mathematiker mitgetbeilt wordi 
taglia sich ernstlich damit und fand di 



mit Hülfe der Foi 
nte. Da Fiore nur ein ge»**" 
ifangs Tartnglia, dass er ^''" 

Probleme sei; als aber * 
dazu vor 30 Jahren von ^^ 
so bescliafti^e 
" " findet 



die Erzählung in Tartaglia's Schrift: Quesiti et inventioai 'l'"V,^(j 
I (Venet. 1554.); Fcrro's Name wird jedoch nicht genannt, Cs^^d 
I wdesscn kommt auf denselben Gegenstand in dem ersten ^ü^''^ 

deiner Ars mngna zu ajirechcn und cilirt den Scipione Ferru^ 
' den, welcher dem Fiore seine Botdeckung milgctheilt buhe. ^ 
war demnach das erste HiaderBiss beseitigt, dus Facioli und ^Ti 
andere nach ihm für noiiberstciglifh Rebnlten halten, und die ^^^ 
zu weiteren Fortscbriiten wor crüfTiiel. — Mit welcher Frcuda^^*" 
EntUeckung Ferro's und Tarta^lia'ä von ihren Zeitgenosecn an^K^^' 
aommcn wurde, davon giebt nicht allein Cardao ^nguiss "}<-^^ 
verurgnchte eine allgemeine Bewegung in Italien. Ks wurden ölS^" 
liebe Wettkämpfe veranstnltcl, woran alle Classcn der Bevölke^^«^ 
Theil nahmen. Von allen Seiten wurden Probleme vor«e"^W 
Fürstco, Miinche, Gelehrte, Gcsnodl 
wetteiferten in der Lüsung derselben. 



Professoren, Arcbii^-Ä/äf 1 
oben erwähnten QnMesi't 



*) Aurh sie i.'jt unbekannt gebli 
Hülfe einer geoiiictriscben Ci 
7vveicr Geraden giebt, (Inhin gi 



liensis, capilulum t 

' pulchram, et ailniinUll 

ingcnii martalii cIsiiB 



Dmnem hnmanam subdlitatem, oiu 
c su|ierat, donum profectn coel^sri 

, acque adeo illuscre, ut qui haec «trigerit, nihil non 
gere possc se credat. Cardan. Ar. mag. cap. I. 



^mn 



[ von Aplwtirteii, itie er 
lUQ^enclitct dieses ullge- 
me des erstell Eründers 



etc. des Tartaglia eDthnlten pioe Samm 
auf die ihm vorg-elegleo Problemo gab. 
meinen Batliusiusuius wurde jcJucii der 
Uauin gen 110 Dt. 

Der bcnierkenswcrlbesCc lucideuzjiuDkt dieser liiofcti Discussio- 
neu war der Slreit, der ztcieclieD Cardnu und Tartßp^iia sich erbnb. 
Der letzlere war uamlicb niciit bloss bei der Losung des erwäliu- 
ten Falles steheu geblieben, er baite sicli iodessea in Besitz der 
LÖBUDc: aller übrigen Arien der cubiscben GleicLuDg^en gesetzt. 
Diese ^ntdeckun;;, die er sorgfältig geheim bielt, muchte A.ut'scben. 
UieronymuB Cardiia zu Klailund, der, ubgleich Arzt, sieb dennoch 
vielfältig mit Algrhni beschäftigte, interessirte sich lebhaft datiir. 
Zu rerscliiedeoen Maleo hal er nicht nur seihst, srtDdero liess uucli 
dnrcL andere deu Turlaglia um Aliltheitung seiner Methode bitten. 
-Nnclidcm dieser es niebrinals verweigert halte, erhielt Cardaii end- 
lich im Jahre 1539 einige Verse, in welchen die Art und Weise 
bescbrieben war, wie man die Wurzel «iner jeden cubiscben Glei* 
cLong erhalten kannte. Cardan fand dazu den Beweis, der ihm 
nicht milgelbeilt worden -war. Kr stimutirle nun seine Schüler, 
unter welchen Ferrari der bedeutendste wur, die Gntdeckiing des 
Tartnglia durch andere zu überbieten. Ferrari fand die Auflösung 
der Gleichungen des iten Grades; innn legte sieb wiederum gegen- 
ipitig Prohlpoie vor, es erfolgten Herausfurderuugeu und Ölfentliche 
Wettkämpfe zu Mailond im Jahre 1347. Das aber reizte den Tar- 
taglta am meisten, dass Cerdim obngeacbtet des feierlichsten Ver* 
siirecfaens von seiner Seite in seiner Ars magna die AuHösung dei^ 
cnbi^cben Gleichungen bekannt machte. Znar hntie er die Priori* 
tat des Geometers von Breacia gebührend anerkannt; diesem wa# .' 
es jedoch höchst unangenehm, seine Eotdeckuug zum ersten Male •] 
in einem fremden Werke vcröfleotlicht zu sehen. Er beklagte sich 
Bchmerzlii'h dnriiher; dazu hatte er auch alle Orsache, denn die 
Formel Tartaglin's zur Losung der cubiscben Gleicfausgen trägt 
den Namen Cardan's. 

Nachdem wir so den Gnng der Wissenscbrifc im Zusammeo- 
tiange dargesfellt haben, dürfte es nicht ohne Interesse sein, 
die dabei auftretenden Personen etwas näher kennen zu lernen. 
.Sripione Ferro, den ersten Krtinder i: 

(Gleichungen, kennen wir nur dem Namen nachj umstand licliers ^ 
Niicbrichtcn besitzen wir von dem ^eweiten. Nicolo TartaglJa. 
Iiuren zu Brescia im Anfange des Ifilen Jahrhunderts war er kann" 
Ö Juhr alt, als er seinen Vater verlor, der ein Pustillon war. 
derselbe kein Vermögen hinterliess, so befand b 
ihren drei Rindern — Tartagtia hatte noch : 
traurigen Umständen. Unser Nicola war noch f 
ie Foix jene furchtbare Metzelei zu Brescia aari 
sich die Familie in die Catbedrnle ilücblete. 
iloselbst vollkommen sicher glaubte, su wurde I 
einem Soldaten verwundet und schrecklich v 
Hirnschale war an drei Stellen durchlöchert i] 
iift'eu d». Er erhielt <|uer über das Gesicht einen Kcblag. 
Ix'iden Kinnbacken spaltete und den Gaumen bloss h 
konnte er weder sprechen noch essen. Da auch das 

r Familie von den Franzosen verwüstet worden wo 
■Uer mit ihren 3 Söhnen die grösste Nothj um ihr 



sich die Mutter mit 


zwei Brüde 


r - in 


ein Kind, al 


Gaston 


ichtete, vor 




Wiewohl 


ie sieb 


Nicola denn 


och von 


verstümmelt. 


Seine 


und das Ge 


irn lag 
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i Kind 



[iDcgen, leckte sie nach Art der Huoile die Wundei 
Sie lieillen, aher Nicolu stotterte auch lauge oacbhet, ' 



letes 

di;aaelbeii. 

veHsholt) man ilin Tartai^lia nannte. Diesen S|iiiiaanieii behielt ei 
. bei, da er. deu Namen aeinea Vaters niclit mehr wuBsle. Tsr- 
' tnglia bildete sieb selbst: im fünften Jahre lernte er lesen, im 14ten 
'■ahm er Kchreibunterricht, der jedoch schon beim Buchstaben A' 
, wieder nuthurte, weil er seinen Lehrer nicht bezahlen konnte; ir 
ich desshnlb genötbiK^ die übrigen Buchstaben des Alphnbeth 
nachzubilden. Seitdem hatte er niemnls einen Lehrer wie- 
abcr unermiidlich fleissig sludirle er eifrifc die Schrinen dn "'' 

«rossen Männer früherer Zeiten. So hatte es Tarlaglia in seinem 
)Bteu Jahre so weit gebracht, dnss er das Ceheimniss des Fcrr<j 
scbteierte und die allgemeine Losung der cubischen Gleichungeo 
fand, um welche sieb die fttathematiker schon so lange vergeblicb [ 
bemüht hatten. Durch diese Kntdeckung gewann, erst die neiim r 
Zeit ein Debergewicht über die Zeiten der Griechen und Anibcr, M 
denn bisher war in den mathematischen Wissenschal'len noch kda i* 
wesentlicher Schritt vorwärts geschehen. 

Turtaglia iiberliess dem Cardiin seine Entdeckung und dieser 
erndtete die Frucht davon; wer würde sich nicht ebenso bitter, w 
.'«r, darüber beklagt haben? ^in unglückliches Lous verlulgte ilm 
I rief ilin nach ftlailand , nach Venedig, ober bald u'- 
r ricth er in Vergessenheit; seine Vaterstadt wüusclite ibn wieder in 
[ ibren Mauern zu sehen, jedoch auch hier kSrnmerte man sich neoig; 
I und behandelte ihn mit Gerin Schätzung. Turtaglia kelirle 
Bach Venedig zurück, wo er im Jahre 155Q starb. Das ist in 
Leben eines der grössten Münner des 16ten Jahrhunderts. .Mao 
bat gesagt und wiederholt es noch fortwährend, dass TarlB^lin 
einen sehr reizbaren Charakter gehabt hobe^ es mag sein — •arr 
■her dürfte nater so bewandten Umständen wohl mehr unsere Nacii- 
picht in Anspruch nehmen? 

Tartaglia hat viele Werke gesdiriehen, aber das, worin er die 
Auflösang der cubischen Glcicbungen und seine algebraiscbea [n. 
tersuchuugen überJiaupt niederzulegen gedachte, ist nicht erseliir- 
nen. Sein grosses VVtTk: General trattato di numeri e mieuri; 
(Vinegin, 1556. 6 pari, in fol.) enthalt einen vollständigen Curtitis 
der reinen Halhemutik. Man findet darin Arithmelik, Algebra, Ge». 
metrie und Kegelschnitte nach einander abgehandelt. Unter andern 
bemerkenswerthen Sachen enthält dieses Werk die Entwicketung 
eines Binoms für ganze iiosiiive tixpunenten nach einer Regel, au^ 
der sich eine allgemeine Formel ableiten lässi; ferner Froblenir 
aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung, deren richtige Lösung uli«' 
von Pacioli bereits gesucht, von lartaglia ebenfaUs nicht getrof- 
fen wurde. Die Rechnung mit Wurzelgrössen wird voUatäadiger 
abgehandelt, geometrische Probleme mittelst einer einzigen Cirkel- . 
öfinung gelöst und algebruisebe Gleicliungea cuuatruirt. FeranJ 
finden sieb in diesem umfaBsouden Werke Probleme über HaxifliI 
und Minima algebraischer Funktionen, die rein algebraisch behaD-l 
delt werden; unter anderen ein Problem, das Turtaglia von Cardan 
vorgelegt wurde: die Zahl 8 in zwei Tbeile so zu iheileo, dnss 
das Produkt, welches entsteht, wean der eine mit dem andern mi 
mit der Differenz beider inultiplicirt wird, ein Moximnm ist. 
Dieses Werk ist übrigens nicht vollendet; dem Verfasser fehlte Mi 
I -Wahrscheinlich an Zeit die Redaction selbst zu verbeasero, 
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Dielirere Absckuitte sioJ erst nucL seiDem Tode ersehieDeD. Id. 
dessen alle dariu abg'ebaoilelteD Ge^enatände sinil für die Ge~ 
hellichte der Wissen sc Üsft von Interesie: der grosse Streit des Ver- 
t'asaers mit Cardun und Ferrim wird vollständig erzählt, und die 
TOD den Teraclii«deneD Tl)eilDehniera am Streite vorgelegten Fra- 
gen sind beinabe BätDmtlich era'äbnt. Sie bezieben sich vorzug'B- 
weise auf die Losung cubiscber Gleicljungcn und geu m et ri Heber 
Probleme. 

Tartnglia hat aucL der Ballistik die erste wissensclisftlicbe 
Grundinge gegeben. In der Schrift: Scientia nova (Veuelia 1550, 
4.) lindet Hieb das merkwürdige Hesultat, dass man die grüsste 
Wirkung erhält, wenn unter einem Winkel von 45" gerichtet wird. 
Tartaglia war schon im Jahre lä32 darauf gekommen. Obngeach- 
let nller Anstrengungea gelang es ihm aber dennoch nicht, die 
Wurfiinie zu bestimmen und die Wahrheit dieses nebligen Salzes 
zu beweisen. Eben so wenig vermochte er die Mechanik wissen- 
»chaftlich zu begrUaden. denn er verstand nicht, die hergebrachten 
Oeiinitionen und i^iritbeilungeu zu verlassen und an inro Stelle 
neue zu schulTeu. IndcHsen siebt man dcnnocb aus seinen Irrtbii- 
mern einige richtige Grundgesetze der Mechanik herTorschimmern, 
und man musa es ihm Dank wissen, dass er zuerst die Geometrie 
iiuf die Bestimmung der krummlinigsn Bewegung und auf den Fall 
der Kar|ier anwandte. Auch diese Schrift, die aus fünf BScbern 
besteheu sollte, ist unvollendet gebliehen, denn die beiden letzten 
fehlen. Das fünfte, das nach des Verfassers Ankündigung eine Art 
Handbuch über Chemie in ihrer Anwendung auf Verfertigung des 
Pulvers und der Kunsifeuer im Allgemeinen werden sollte, wurde 
Eegenwärlig interessante Beiträge zur Geschichte der Pyrologie 
larbieten. 

Das schon oben erwähnte Werk Tarlaglia's: Quesitl et inven- 
tioni diverse, enthalt eine grosse Anzahl Probleme, die dem Ver- 
fasser von vielen, namentlich erwähnten Personen vorgelegt wur- 
den, zugleich mit den darauf gegebenen Antworten. In den drei 
rrsten Biicbern beschäftigt er sich auch mit der Artillerie und 
Ballistik; man Gndet unter andern darin die Dimensionen der da- 
nals gebräuchlichen Stücke, ihr Kaliber und das Verfahren, die 
innere Weite derselben zu bestimmen, ao wie auch verschieJene 
Itecepte znr Anfertigung von Pulver; er B|ivicht daselbst von der 
tllmäliligen Eutztindung des Pulvers und erklärt aus der Erhitzung' 
ies Stücks und ans der daraus enisteheDdcu Verdünnung der Luft 
die Absor[ition, welche man zuweilen bemerkt; er berücksichtigt 
ilen Widerstand der Luft bei der Bestimmung der Schusaweite und 
neigt, duBs die WurQinie niemals eine Gerade sein wird. Das 
fünfte Bu<'h enthält die Feldmesskunst und das Aufnehmen der 
Kbenen. Die Instrumente, die damals die Feldmesser gebraucbteo, 
tverden beschrieben; auch findet sich hier eine Abbilt^ng der da- 
naU gebräuchlichen Form derBousaole. In den folgenden ßücbern 
liiideo sich Untersuchungen über Fortification, Statik und Algebra, 
und diis neunte enthält, wie schon erwähnt, die Streitfragen in 
Betreff der cubiscben Gleichungen, die Tartaglia von Fiore und 
nadcrn Personen vorgelegt wurden. Hier wird erzählt, durch 
welche Mittel und durch welche Vers|irecbungen Curdan endliclt 
den Tartaglia zur Alittheiluug der allgemeinen Vormel zur Lösung 
der cubiscben Gleichungen bewog. Zugleich ergiebt sich auch, 
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dass letzterer seit dem Jahre 1541 das Priocip der Mebriieit der 
Wurzeln bei cubiscliea Gleicbun^en erhaiint liatte, falls dieaelbei 
mebrere positive Wnrzela haben, denn die negativen lässt Tar- 
tuglia. selbst bei deu Gleidiungen, die sieb auf quadratische m- i 
riickfülireu lassoD, UDberücliflicbtigt; eine merkwürdig'e ThaUache, ■ 
die fiicb nur aus der hergebracLien Gewobobcit erklären lässt. Er r 
vermacbte aber nicht die Anzahl der Wurzelo xa bestimmeit , dem ■ 
er sa^t, doss die cubiscben Gleicbungea iaimer zwei Auäösan|tei, ■ 
und vielleicht auch mehr zulassen. i 

Tartaglia hat deo Euklid ins llatieniscbe übertragen, und ancb t 
die erste nach dem griechischen Original gefertigte Uebersetinng i 
der Schriftea Archimcds (Arcbimedis opera, Venei. 1546. 4.) gelic ^ 
fert. Von der Abhandlung Arcbimcds „über die schwiaimend«! 
Körper (de infidentihns)" kannte er noch das griechische Originil, 
das seitdem verloren gegangen ist , sn dass gegenwärtig seilt 
Uebersetziing die Stelle desselben tertritt*). Aus der Bearbeitung 
dieser Abhandlung ging wahrscheinlich lurtagliii's Schrift: Tr«- 
vaglintn inveutiune, hervor, worin er sieh mit den Anstalten Iw- 
scbäftigt, gesunkene Schiffe wieder empurzubebcn, und von iti 
das dritte buch eine kleine Abbandlung über IVIeieorologie enibält 
Er nahm später diesen Gegenstand wieder auf und erweiterte ibs 
in dem Ragionumenli supra la^lravaglinta inventione (Venet. 1551, 
4.). Unter andern tiiidet man hier eine Tafel der specifiscbei 
Schwere einer grossen Anzahl von Körpern, wobei die Schwer« 
des Wassers als Einheit genommen ist, Sie scheint zwar im All- 
gemeinen sehr ungenau zu sein; man muss jeduch bedenken, diu 
Tartnglia die Versuche zu Venedig anstellte und wabrscbeinlicli ' 
unmittelbar Secwasser dazu gebrauchte, indem er nur angenäberts 
Bestimmungen '^um Behuf des EmporbebeDs gesnakcner Schiffe bi- 
ben wollte. 

Alle diese Werke Tartaglia's enthalten nur Mathematik and 
Anwendungen derselben auf verschiedene Wissenschaften. Er küm- 
inerte sich weder um die zu seiner Zeit so hoch geschätzten ge- 
heimen Wisset) Schäften, noch um die verschiedenen phiiusophiacben 
Systeme, die damals so rasch cntstandea, um ehcuau bald wieder 
zu vergehen. 

Von ganz verschiedenem Charakter war sein Rivnl, Hieronvaiu^ 
Cardan, geb. 1501 zu Pavia °"j. Mit den ausgezeichnetsten Geistes- 
fäbigkeiten ausgerüstet, huldigte er dennoch vollständig den 
Schwachheiten seines Zeitalters. Auf der einen Seite zitterte er 
vor jeder Vorhersagung und vor jedem Traume, auf der andern 
verwarf er kühn jede Autorität nnd folgte nur der Intelligenz als 
Fübrcrio in das Reich der Wissenschaften, von denen keine seiner 
Aufmerksamkeit entging. Bald lebte er schwelgerisch, bald giag 
er in Lumpen einher, und dennoch hnt er bei seiner ungeregeltea 
Lebensweise zahlreiche' Werke geschrieben, die das ganze Gebiet 



") Wahrscheinlich war es diese UeberseWiing Tartaglia's, die Commandin 
verbesserie. Vergl. Kästner's Gescb. der Math. Bd. li. p. 201. 

") Die Krzäblung de Thou's, dass Cardan im TSsten Jahre freiwillig äin 
Hungertod eestorben sei, um seine Vorhersagung in Brrällung gehen 
',u lassen, hat Tiraboscbi (Storia della litt, icat., Vol. XI. p, 431.) tu 
vid erlegen versucht. 
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des Wlsaens umfasseu. Die ^eJruckteD nllein Tiillen tO Bände io 
fol., aber sie aiad oiclit die Hälfte von dem, was Curdan gescbrie- 
ben Lal. L'db ioteressireQ liier nur die inbibematiacbeD, besanders 
die olgi'braiBcbeu ScLrtften, iD welcbeo er sieb dIs eio gewandter 
nnd erfinduagsreiclier AoHlyBt zeigt. In seiner Ars magna EpricLt 
er nicbt allein von der Mehrheit der Warzeln, sondero er beriick- 
sichtigt duaelbst uudi zuerst die negativen Wnrzelo, die er fulRae 
geu Gctae nennt, iiam besnnders ist über bervurzubeben , daas 
Cardan zum ersten Male imaginäre Wunetn erwabnt, dereu Dupli- 
dtat er nachweist. Man verdankt ihm auch eine Methode zur L<>- 
anng der Gleichtingeo durch Näherung; er BubBlituirt näulicb nach 
einander für die Unbekannte zwei Zahlen, Gndet hierbei ein 
ZeicbenwechHel siutt, so scblicsst er, dass zwischen diesen beiden 
ZablcD die Wurzi'l enthalten sein muaa. Cardan hafnnter andern 
auch die Theoreme gefunden, dass jede cubiacbe Gleichung, sich 
durch die unbekannte vermindert um die Wurzel dividiren lasst, 
und dass der t'uüflicient des zweiten Gliedes der Snmme aller 
Wurzeln mit entregengcsetztem Vorzeichen gleich ist; ferner hat 
er die gleichen Wurzefn gekannt und bebandelt; er näherte sich 
so^er dem Theorem des Ucscartes über Zeicbenwechsel und Zei- 
chenfolge, nnd er würde gewiss noch mehr lintdecfcongen gemacht 
babeo, wenn er sämmtlicbe Glieder der Gleichung auf eine Seite 
gebracht und =:0 gesetzt halte; aber zu seiner Zeit verfuhr man 
oocb ganz nach der Art und Weise der Araber, welche die Glieder 
der Gleichungen auf beide Seiten des Gleicbheitszeichens vertbei)- 
len, um sie sämmiHch positiv zu^acben *). 

Obgleich l'ardaa das Vorhandensein der drei Wurzeln einer 
cubischea Gleichung nicht allgemein bewiesen hat, falls sie sämmt- 
lith imaginär sind, so hat er doch ihr« Existenz in sehr vielen 
Fällen gezeigt, indem er sie überhaupt auf geometrischem Wege 
darch kegelschaiite bestimmte, Zwar batlen die Araber schon . 
ähnliche Lnterauchungen gemacht, aber Cardan kannte sie nicht, 
und seine Construction der allgemeinen cubischen Gleichung ver- 
dient bemerkt zu werden, weil sie zuerst zeigt, wie ein zwischen 
twei Griissea bestehendes Verbällniss durch Absciasen uud Ordina- 
len einer Curvo allgemein dargestellt werden kann. 

lu allen .Schriften CiirdaD'» kommen matbematiscbe Unler- 
»uubuDgen von. er versuchte sogar die IHatlierootik auf die Itledicin 
■Bzuwendeu, indem er die Frage behandelte, ob die durch die He- 
dicameote bervurgeb rächten Wirkungen in arithmetischer oder geo- 
metrischer Proportion zu den gegebenen Dosen stehen. 

Dnter den Schülern Cardan's war der ausgezeichnetste, Luigi 
Ferrari oub Bologna, der zu Mailand und spater in seiner Vater- 
Etndt Professur war. Er entdeckte, wie schon crwShnt, die AutlÖ- 
sung der Gleichungen des 4tcn Grades, die er nach dnmaliger Sitte 
E«heim hielt.- Cardan veröflentlicbte sie jedoch in seiner Ars magna, 
und eine ausführliche Darstellung findet sieb in der Algebra des Born- 
bell). Ersterer entwirft kein besonderes Bild von dem Charakter 
des Ferrari; so ausgezeichnet er in der Mathematik war, eo wenig 
leigte er sich mit den Regeln des Anstendes im Leben vertraut. 



^T 



') Siebe Kästaer's Gesch. der Maih. Itd. 1. p. ISO (T. 
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Er WBt sehr reisbar und baltc schon im HIod Jnbre alle Fioser 
der rechten Hand ia eiDem Streue verlurea. Er sturb 1565 ia der 
Bliithe seines Lebens, 43 Jubr alt, wie man glaubte, von seinei 
Schwester vergiftet. Vou ihm sind nur einige Briefe gedruckt, 
Ijeioe Abhandlung über den Irrthuui, den man bei der BeBtimmnng 
des Osterfestes begeht, war noch 1731 als ftlanuscript vorbandet, 
und Cardau erwähntj duHs Ferrari auch über Geometria geschrie- 
ben habe. 

Zu den Männern, die sieb um die Alf^ebra so ausgeieichnele 
' Verdienste emarben, geaellt sieb als der letzte Baphael BombelK, 
Von seinem Leben weiss man nur su viel, duss er in der VateN 
Stadt Ferro's und Ferrari's, zu Bologna — um welche Zeit, Ül 
unbekannt — geboren wurde, und im Dienste des Bischofs «•■ 
Uelfi als Ingenieur stand, der ibu auch vernnlussle, sein berühmtes 
Werk über die Algebra zu schreibea. Es erscliien 1572, und iit 
in 3 Bücher getheilt, von denen das erste die Elemente, die Rech- 
nung mit Wurzeln und imiiginären Grössen entbäll, das zweite die 
Gleichungen behandelt, und das dritte eine iSammlung von Pn- 
blemeii ist, unter welchen einige sehr schwierige aus der nnbi- 
stimmtcu Anulysis sieb finden. Die Kanze Algchi 
Zeit wird in demselbpn grUndlicb diirgeatellt, und 
streng und voUsiändig. Einiger eigenthümliebeu Bezeichnungan 
bedient sieb Bambelli ; es ist z. B. 



der damalig 
e Beweise sind 



2i w20i p22 — 2^» — 20^ -f 22; 



R. ?=V/. /i.c = l/ . . . 
Die Rechnung mit Wurzelgrüssen *), so wie aucb die allgemeine 
Theorie der imagiDären Grüssen, wovon Bombelli eine glückliche 
Anwendung auf den irreducihko Fall macht, linden srch liier voll- 
ständig aus einander gesetzt. Er hat ferner zuerst allgemein aoi' 
5es|jrucben, daas jede cubische Gleichung drei Wurzeln hat, falti 
ieselhen sich sämmtlich unter imaginärer Form darstellen, und 
bat seine Behauptung in sehr vielen Fällen dumh unmittelbares 
Ausziehen der Wurzeln aus beiden Kinomen durgethun. BombelU 
benutzt zwar die Schriften Leonardo's von Pisa und Pacioti's, sbtr 
er vervollkommnet die Beweise, so dass seine Algebra zu den 
Fortschritten der Wissenscbaft nicht wenig beigetragen hat. 

Seit den Zeiten Bonihclli's nahm das Interesse lür das Studiam 
der Algebra in Italien ab. Nur Pietra Antonio Cataldi"), Pro- 



') Leibnitz und Hutton, nicb diesem auch Klaget (Wörterbuch, Theil I. 
Art. Algebra) haben das Gegembeil bebauptet, indem sie Bombelli bicria 
llnvollsliuiligkeit nachweisen; Plana hat jedoch in einer längeren Note J 
(Libri, biatoire des matbeiii. tarn. 111, p. 446. sq.) das Urtheil von Leib- f 
niw widerlegt. Derselbe führe auch mcbrere Stellen aus Lagranga' 
Vorlesungen an, die dieser 1703 an der NormsUebule gebalten n 
worin ebenfalls zu Gunsten Bombelli'a entschieden wird. 

") Von Montucia nicht erwähnt. 




fesBor en der UDiverHität zu Bolugnn. legte sich später mit einigem 
Erfolge auf die Wisse nscliaft, unter selueii zulilreicliea Werken — 
er scnrieb deren inclir als 30 — verdienen nur die wenif^Blen un- 
sere Aufmerksamkeit, die meisten enthalten nicbts Neues. Beson- 
ders ist bier zu erwähnen sein Trattato del modo brevissimo <li 
trovare la radice quadra delli oumeri (BoIu^du 1613. in fol.); ea 
üpdet sich nämlich hierin nicht allein ein Verfahren, wie man 
oäherungrweiae eine Uundratwurzel auszieheu bann, su dass die- 
eelbe unter der Form einer uaendlichen fteihe erhalten wird, son- 
dern Cataldi bedient sieb uueb zu ^beo dem Zwecke der Ketten- 
biiiche , deren ersten Gebrauch mnn sonst dem Lord Brouucker 
zuschrieb. Br setzt z. B. 



I 



beweist, dass je nachdem man zum letzten Nenner einen neuen 
Bruch hinzugefügt oder weglässtj Zahlen erhalten werden, die ab- 
wechselnd grosser und kleiner sind als der wahre Wertb, und dem- 
selben zugleich immer näher kommen. Nachdem er so ISmal 

den Bruch -^ wiederholt hat, erhält er zuletzt einen Werth von 

v'lS, bei dem man noch um einen Bruch irrt, dessen Zähler =1 
UDd dessen Nenner eine 23 ziilrige Zahl ist. Auch stellt Cataldi 
eine Vergleichung dieser beiden Näherungamethoden au. Es ist 
überhaupt merkwürdig, dass sich schon in dieser ^tchrift die ersten 
Spuren der Entdeckungen finden, die sonst gewöhnlich Wallis zu- 
geschrieben werden. 

Cnter den algebraischen Schriften Cataldi's sind ferner noch 
die zu erwähnen, worin er die Ausziehung' der Cubikwurzcl aus 
gewissen Binomen und sogar Trinomen lehrt (Nova algebra jiro- 
Ijortionale, Bologna I61d in fol. und Klementi deile tjuantitä irra- 
(ionali, Bolog. 1620 in fol.j. Viele Geometer hatten sich schon mit 
Problemen ähnlicher Art beschäftigt, um namentlich die Schwierig- 
keiten, welche die Cardanische Formel verursacht, zu beseitigen; 
Cataldi nimmt in diesen beiden Schriften den Gegenstand von 
neuem mit iCrfoIg war. 

Besonders hat aber Cataldi in den Anwendungen der Algebra 
die Schärfe seines Geistes dargelegt. Seine Algebra discorsiva 
Dumerale et lineare (Bolog. 1618 3 part. in fol.) enthalt analytische 
Geometrie; er gcbruDcht liier länien anstatt der Zahlen und con. 
Btruirt allgemein die Gleichung des zweiten Grades. Auch in der 
Algebra applicata {Bolog. 1622 in fol.) Cnden sich viele beachlens- 
werthe Sachen; es existirt ferner von ihm eine trigonometrische 
Algebra (Algebre triangulaire), die, wie alle übrigen Werke Catal- 
ili's, sehr selten zu sein scheint. 

Cataldi hat sich auch mit Geometrie beschäftigt. Kr commeo- 
tirte den Euclid und vertheidigte ihn gegen die Angriffe Molina's °) i 
rbeoBo nahm er sich auch fiir Archimed gegen die Anmassuagen 



°) Cataldi, eUmenti di Euclide, Bolog. 1620. 21. 3». 3 voll, in fol., und 
Difeaa d'Euclide, Belog. 1626 in fol. (wahrscheinlich seine leute Schrift). 
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Scaliger's auf (Difpea J'Arcliiinede, Irattato del aiisurare o trovsre 
la grundezza del cerchio, Bulogna 1620, in fol.). Aucb hat Cutaltti 
deu berüchtigten Sn(z über den Piirallelismus zweier Geraden la 
beweisen versucht (OjierettB delle lioee retle equidislanti , Bolog. 
1603. 4.), jedoch der Feblschiuss darin ist sehr leicht «i bemerken. 

Cutuldi war um 1563 Professur zu Florenz; aber schon 1&72 
finden wir ihn nn der Academte und Universität zu Perugia. 1: 
wurde er zum Professor der Mathematik un der UniverBilat au Bo- 
luffDU ernaont, wo er- bis zu seinem Tode blieb, der nach 1626 er- 
forgte. McboD in seinem 17teH«Jahre schrieb er den ersten Theil 
seiner Praticn aritmetico, der jedoch erst 160*2 erschien, woran( 
dann 1606 der zweite Theil folg-te. In Bologna cründete er eine 
Academie für Mathematik, vielleicht die älteste, die wir kennen; 
sie wurde jedoch vom Senulc, ohne dass man wnsste warum, auf- 
gehoben. Die Torlesungcn, die Catnldi daselbst hielt, sind erschic- 
ueo (Due lettjoni date nell' Accndemia Erigcnda, Bolog. 1613. 4.). 

Ohnstreiti^ verdient Cataldi einen ansgczeichtieteD Platz unter 
den Mathematikern seiner Zeit, wenn er sieb auch nicht mit den 
grossen Geistern des 17trn Jahrhunderts vergleichen lässt. Er he- 
sasB einen erfinderischen Geist und eine ausgebreitete Gelehrtän- 
keit, und nahm von Allem Nutb, was im Austande erschien. D'n 
Namen Vieta's, van Ceulen's linden sich in den Vorreden zu setaen 
Schriften erwähnt. Cm die AusbreifunE- seiner Wissenschaft wot 
ihm so sehr zu tbun, dass er seine Schriften in mehr als 100 Städ- 
ten Italiens mehrmols au Handwerker und Arme umsonst verthei- 
len liess. 

So sind wir bis zum Zeitalter Galiläi's gekommen, der nn 
demselben Tage (IS. Febr. 1564) zu Pisa geboren wurde, an wel- 
chem Michel Angelo starb. Durch ihn erhielten die maibematiscbeD 
Studien in Italien eine andere Richtung. Fr ist der Schöpfer der 
Mechanik und der wissenscbnftlicheu Phvsik; in beiden Discipünen 
haben die Italiener bis auf die neueste Zeit Bedeutendes geleistet. 



XXXIV. 

Ueber ReibcDentwickelungen nach der Me- 
thode der uiibestiminten Coeflicienten 



r 



Von 
Herrn T. Wittstein 

l.ebrer um Ljcearn zu Hannover. 



Es ist In diesen Dlüttern mehrfach von der Dnzulässigkeit der i 
Helfaode der unbestimmten Coeflicienten zum Uebuf der Entfficke- 



i 
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itig der FpoktioDCu iu Reihen die Rede geweseD, uod es mScLte 
^SeBshalb niclit UDpaEsend sein, Lier aucb die Gründe dieser Unzu- 
läsaig-keit vollstäDdi^ zusainmengeBtellt zu sehen. Man trennt sich 
uD);;erD von einer Methode, die so leicht und einfach ihrem Ziele 
zuführt, man sucht die Mängel zu verbeasern, die Lücken zn ergän- 
zen; und wenn auch das Resultat nicht die gewünschte Befriedi- 
gung bringt, sa trägt man wenigstens den Gewinn davon, dasH 
man mit Üeberzeugung die Methode fallen lässt. 

Als Fundameutul-Lehrsatz der Methode der unbestimmten Coef- 
(icienten mnas ein Satz angesehen werden, den man gewöhnlich la 
folgender Weise ausspricht': 

Wenn zwei auf gleiche Weise nacb Potenzen top x georil- 
nete Reihen 
Aa~\-A^ x + A^x''-^ und ffo + a,irH-fl,a'» + ..,. 

einander gleich sein sollen , so müssen die CoefScienten 
gleicher Potenzen von ^ in beiden gleich sein. 
Dieser Lehrsatz pflegt in den Lehrhiicbern entweder gar nicht, oder 
nar mangelhaft bewiesen zu werden. Im ersten FuÜe verwechselt 
man ihn offenbor mit seinem Umgekehrten: 

Wenn die Cneflicienteo gleicher Potenzen von ^ in jenen 
Reihen übereinstimmeD, so sind beide Reihen gleich; 
welches auf der Stelle klar ist, so lange nur beide Keihen weder 
unbestimmte noch unendliche Resultate geben, in welchem Falle 
der Begriff von Gleichheit wegfällt. Im zweiten Falle aber, wo 
man im Laufe des Beweises wiederholt durch x dividirt und so- 
dann .3:^0 setzt, begeht man den Fehler, dass man beide Seiten 
einer Gleichung durch dividirt und die Quotienten wieder gleich 
tatU da ja bekanntlich der Satz „«^icLea durch Gleiches dividirt 
pebt Gleiches'- eine Ausnahme erleilet, sobald der Divisor ist. 
Dieser Beweis läast sich indessen mit Bülfe von Grenzbef räch tan- 
ken in ein völlig strenges Gewand einkleiden, wobei jedoch zu- 
gleich der zu beweisende Satz seihst einige lUodiilkatiun erleidet. 
Dämlich in folgender Weise. 

Lehrsatz. Wenn zwei auf gleiche Weise nach Potenzen von 
X geordnete Reihen 

J„-t-^,.K + .^,a-' + und B^-^ß,x+BjX^-^ 

fdr alle Werthe von a: zwischen ^^0 und x^B gleiche Resul- 
(Die gehen eollen, so müssen die Coefficienten gleicher Potenzen 
van x in beiden gleich sein. 
Beweis. Da die Gleichung 

^„M-^,ar + ^,a-' + . . .= B„-\- B^x-\- B^x' -\- 

fär x=if> bestehen soll, so hat man sofort 

1) .4^ = a„. 

Daraus folgt ferner 

J,a; + A,x' + . . . ^B,x-i-BjX'-i- . . . innerhalb I 

_^^-t.^,a7»H ff,iC + Ä,.T»H . ... 1^ = ** "cl* 

^ = innerhalb 1 
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folirlicli wenn mon a-, 
*=0 näüerD läsat, wo 


von x = s DDfangeDi], sieb dem Wertbc 


„ A,x^Atir'-i- ... 


= lim -j.lim (.i,-|-^,;r + ...) = J, 


j.^ff,^-HÄ,^' + ... 


= lim -J. lim (ß.H- 0,37 + ...) = «, 


wird. 






2) A,=B,. 



Ferner ist diirnuB 



innerbalb i 



und durch Uebergaag zu deo Grenzen, wJe vorbin, 

3) ^, = ß„ 
u. s. w. 

Hiermit ist der Tiirlicgende Sutz vollständig bewiesen, 
der BtschuiTenbeit dieses Beweises zcie:t sieb sntort, wesshal 
dem Lebrsütze die Forderung' auTgeBtellt werden inusste, 
alle Werlbe von x zwiacbeo den Grenzen x^O und x = 
denen die letztere hier durchaus willkürlich ist) obige Reihei 
Resultate geben sollen; es war näniJich zur AulTindung der 
weise erforderlichen Grenzwertbe für x^O nötbig, dass i 
eioem von verschiedenen ifterthe für x, für welcbi 
gTli 






tiirte Gleichung noch gültig blieb, ausgeben konnte, um sicU| 
da aus der zu nähern. Mehr ober bedurfte es nicht, 
&ubere Weise den Satz auszusprechen, wo man Gleicbbeit I 
Reihen für alle Wertbe von .v (natflriicb mit Ausschluss dei^ 
gen, fiir welche der Begriff der Gleichheit keine Bedeutung ■ 
hat) verlangte, war deeshalb fehlerhaft, weil die Bedingung in 1 
aem Umfange in dem Beweise nicht zur Anwendung kommeii l 
mithin der Sutz mehr behauptete, als der Beweis beweiset. 

Üb läsBt sich hieran noch die Folgerung knüpfen, dass. 
■Dan eine nach l'otejizen von a; fortschreitende Beihe bat, dÜL 
nerhalh bestimmter Grenzen für a: (unter denen auch vorkM 
die Entwickejung einer gegebenen Funktion von ar lieferf^ 
keine von dieser verschiedenen Reihe mehr geben kann, 
Laib derselben Grenzen gleichfalls als Eulwickelung diese 
könnte angesehen werden. Diese Fulgerung auszusprechen I 
insofern von Nutzen sein, als es dadurch noch unentschieden b' 
ob es vielleicht innerhalb anderer in jenen nicht enthaltenen t 
len eine aadere Beiheuentwickelung der vorgelegten FunklioDfl 
ben könoc. 



Der Gang, den die Methode der bestimmten CoefGcienten (i 
dieser seihst jetzt überzugehen) nimmt, om eine g'egebea* 



1 (HB j 



■ 303 

^Hnktion f(x) in eine Reibe zu entwickeln, die nach positivea 
^^nzen PotenzeD von or forlscb reitet, bestellt im aUg'emeinen (larin, 
diiss man. 4lie Möglichkeit einer solcber BntwickeluD(^ voraussetzend, 
die Gleicbung 

/(x) = J„ + A,x-i- A^ar* + 

aufstellt, von welcber auBg'efaend man durcU verschiedeae Kunst- 
griffe — deren Erürternng- nJcbt woiler zur Methode selbst C'ebort, 
insofern die eigCDtbümlicne Bescbattenbeit der Funktion /'(^) sie 
an die Hand geben niUBs °) — dahin zu gelangen sucht, dass auf 
jede Seite des Gleirliheitsxeicliens eine nach Potenzen von ^ fort- 
»cbreitende Reibe zu stehen kommt, worauf sich die Ueatimmung 
der Caefhcienten yl^, ji,, A^, . . . , unmittelbar durch den »or- 
■tehendeD Lehrsatz ergibt. 

Dieser Csng gibt zu zwei Bemerkungen Veranlassung. Zu- 
nächst nämlich ist klar, dass die Voraussetzung, dass irgend eine 
villkiirlicb voreeiegte Funktion sich in eine noch Potenzen von x 
furlschreilende Reihe soll entwickeln lassen, im allgemeinen durch 
gar nichts gerechtfertigt wird; man kann im voraus nicht wissen, 
ob die gegebene Funktion die Form, die man ihr aufdringen will, 
wird annehmen können, und in der That gibt es Funktionen, die 
eine KeihcDcntwIckelung in jener Form nicht gestalten, z.B. log ^, 
rot ar. Wenn man daher dennoch jene Voraussetzung macht, und, 
darauf gestützt, die Coefficienten der suppnnirten Reihe zu heHllm- 
■en sucht, so muss man es sich auch gefallen lassen, wenn man 
^ei 2U unbrauchbaren Resultaten gelangt. So z. B. wenn man 
letzt 

log x=iAa-^yi,a: + A^a:'-\- 

und nun zu beiden Seiten die derivirteu Funktiunen aimmt, so 
tat inaD 



1 ^^i.r-t-2v^,ir'-t-. . . ., 
irelchc Rleichang üffenhor für ein veränderliches x ohne Sinn ist. 
Es leuchtet aber ein, dass, wenn die Rechnung wirklich zu be- 
ttimmleu Coefficienten führt, die Voraussetzung selbst auch nichts 
ungereimtes enthalten bat, und mitbin kann von dieser Seite die 
Helbode der unbesliumtcn Cueflicienteo kein Vorwurf trefien. 

Ferner liegt in der Voraussetzung, dass ohne weitere Be- 
ichränkung 



°) In vielen Fällen reicht der LleberpanE z" den derivfrten Funktionen lu 
dem beabsichtigten Zwecke aus, Lavroii in seineui Traite (-Jemeniaire 
findet auf diesem Wege vermittelst der Methode der unbestiiunjten 
CoefRcienten die Taylorscbe Reihe; er weicht jedoch darin nb, dnss er 
auch die Exponenten der sup|ioalrten Reihe als uabestimmt voraussetzt 
und sie aus der letzten Gleichsetzung bestimmen will, welches begreif- 
lich nicht angebt, da es ja zum Wesen der Methode der unbestimmten 
Coeftieienlen gebort, dass sie die Exponenten von x bestimmt vo> 
•ebreibt. 
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/(Är) = ^. + ^,ar-t-^,. 

Rein soll, implicile die BedinguDg aasgeeproclieii, dnBs für jedan 
besondern Werth des ^ der Werlh der Funktioo mit demjeni^H, 
den die Reihe dofiir liefert, überciDEtimmcn soll. Hier ist nun aa- 
fort klar, daaa diese Beding'UDg aufhört, ihre (^ültic:keit zu bebst- 
len, für alle diejenigen VVeriLe van x, tür welche entweder die 
Funktion oder dio Reihe »ufhürt endlich und bestimmt zu hleiben, 
weil in diesem Fnlledcr BoB:rifF der Gleichheit seine Amrendung 
verliert; und es tritt mithin Dsmentlicb in Bezug nuf die gefundene 
Reibe hier mit Kothwendigkeit die Forderung auf, die Reihe hin- 
sichtlich ihrer Convergeni zu untersuchen, um die UnhraiicbbareB 
Wertbe ausschliessen zu köanen. Aber dieses allein genügt aicbt 
Der obige Lehrsatz verlauet uämlich zu seiner Annendbarkeit du 
filRtt linden der Gleichheit innerhalb der Grenzen .^^0 und x:=:(, 
wu t also nicht über derjenigen Grenze hinaus, für welche der 



Begriff der Gleichheit verschwindet, 



r U s 



■ahe lief 



nduf 



t derjenige positive oder derjenige ae* 
gative Wertli von ^, der, wenn maa von ausgeht, der erste ist, 
mit welchem entweder die vorgelegte Funktion oder die ifefiindeie 
Reihe aufhört endlich und bestimmt lu hjeiheo, so darf jedenfalls 
t nicht über « hinaus liegen; ob man aber e^a scrzcn dürfe, daa 
ist nicht ohne weiteres klar, denn es bleibt nocb immer die Mög- 
lichkeit offen, duss es innerhalb und a Werthe von x geben 
könne, für welche die Reihe ein Besulti>t liefert, welches oictit mit 
dem corres|jondirenden Werthe der gegebenen Funktion überein- 
stimmt. Um dies durch ein Beis|iiel zu erläutern, welche» allerdin^ 
nicht ganz hieher gehört, so liefert die bekannte Reihe 

^ / "/X^jrfiffH coa ^/ f(x) cos ^ rfor 

+ i cos 2ary^^/(a:) cos %xr da: + ■. ■ 

~+-^ sin 2^y_"/T-«^) sin 2a: dar -^ 

welche als Entwickclung von /(.r) gefunden wird und von — Jrbi« 
JT convergent bleibt, wenn nur /'{a:) zwischen diesen Grenzen nicht 
dtecuntinuirlich wird, für Ä'^ztff das Resultat i( /{nj-i-yi — i*))i 
welches mit dem correspondirendcn Fuoklionswerthe ^1^-) nicht lu- 

-nfällt, es sei denn dnss mun habe /(:i) =/(— Jr) (vgl. Le- 
Diricblet in Crellc's Journal B. 4. S. 157. seqq.). — Wenn 

luu, wie es gewöhnlich geschieht, In Ermangelung des nöihi- 
gen Kriteriums geradezu t^a setzt, so spricht man damit eine 
Behauptung aus, die erst noch des Beweises bedarf, und dies ist 
die eigentliche schwache Seite der Methode der unbestimmten Ci>ef- 
ücienieu. Also nicht etwa darin, dass die Methode divergente 
Reihen liefert, — detin hierauf scheint manche Aeusserung hinzu- 
deuten, — sondern darin ist der Grund für die Cnznlassigkeit der 
Metliodc der unbestimmten CoefGcientea zu suchen, dass sie nicht 
lehrt, innerhalb welcher Grenzen die gefundene Reibe wirklich als 
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■kflckelun^ der gef^ebenea Funktion ^Iti^ ist. Dieser Man^l 
nilet rieb bei denjeBia:«n tlethndi^n nieltt, welche, niicli dem Vor^ 
anjxe von Cauphr und Ampere, bei jeder fcliiEwickeluDg^ zugleich 
eil ergänzeDdeu liest der Reibe mit in Betrucbl xielieu. 
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ttrag zur Lösung des, im II. Bd. des Archivs 
Ä20 angeregten, Euler-Pfaffschen Theorems 
über geometrische Progressionen. 



-.",i ■ Ton dorn 

-•- 'Herin Doctor A. R, Ln 

zu Käaigaberg 






Wir benbaicbtigen bicr zunücbst die allgemeine CntwickelnD)); 
Gleicbung des /rten Grades, durcb welcbe bei eiuer vurg^eie^- 
GleicbuDg des 'inten Giodes die Biilfsgrösse a beatiroint wird, 

in sebeo. -' - "■ -i- , * ,-■ -r ■ 

Zu dem Ende wollen vir die allgeineiue Gleicbung vom 

Utea Grade ■ '.i ' - ; 

HF" + Ca'H-fi3'+-^s+ 1 = 0, 

^Kjblgende Art Bchreiben: 

r ... +H.>^' + [»].*' -M«l,* + i=o,- -.(11, 

P^daSH also die Syiuliulc [a],, |»]a, . . . . [i]«. den ersten, zwei- 
en .. ■ Wieb C4)efliciebtea vuipl'Aiifou^ und ßnde in der (jlotehanK 
les.^Mten Grades vorstellen. Solclier Symbole sind der Ziibl uucli 
^-^Ij und das mittelste Ist t'*]"-!- 
_ Wir denken uos die ßleichung (1) auf die Form 

t|--t-«,:» + l) (a' + «.s+l) (;»'-4-«,s + l) 

■ - . . . (a'+a„_,a+l) (:«' + «„=s + 1) = . . . . (2) 

^kacht, nnd wolleo nun untersuchen , wie die Cuefüctenten der 
^HcliiiDg (1) aus den GrüsGeo u,, a,, a^, . . . a„ gebildet sind. 



E 



so« 

H'ir werden i^as UildungsKesetz auf dem Wetfe der ladaclios 
HUcbcn, uud dann seine ulfj^emetne Gültigkeit darthnn. Wir be- 

JUerlieii nncli , dass wir mit dem Symbole Cm die Combinntionei 
■Obne WiederLoInn^en der mten Kjasae der p ersten demente a„ 
n,, u,, . . . . a,, bczeiclinen werden und erinnern au die bekannttD 
Relationen 



und I (3) 

Wir Ilaben alio zunächst 

»■ + [ll,» + l = »"-lJ«.=H-l=="4-<^.»rH-l, 
ferner 
»•H-|21,»'+|2|,»' + [3|,='+l 

= (»"+C|5i + l) (.= -»-11,1 + 
= "• + (o, -H- C,)»" -l- p-l, o,C, )»■ + (o, -i- C,)» -(- 1 
= *•-!- C.a'H-W'H^g )*'-»- ^,»-1-1; 
ferner 

»• -1- 131,»' + PI.»* -1- PI.»" -t- PI,»" -f- |3],»-t- 1 
= |»' + C,»'-K2-1-C,)»"-|-C,»-1-1| (»■-l-o,.-H) 
= »'-(-(<'.-t-C,)»>-l-(3-H«,C,-)-C,),' 

-f-(2K. -H2C. -t-«,C,)»" -*-P-*-". ^. -H^,)*' 
-HC«, -»- C,)»-fl 
= »■ -1- C,,' -(-(3-1- <;,),• -t-(2C, .)- C,)«" -4- C3-<- <■,)»' 

-4-<?-,.-hl, 

»• -l-lll,»' -1- W,»' -h W.»' -1- [4].»' -(-|4I,»' -1- t41,.> 

-1-W.«+' 

= t»'-i-r,s'-H(3-i- r,)»"-*-{2c, -HC.)»" 

-K3-4-c.)»'-t-c,»-Hii (»■^-«..-^l| 



• » ■ . ■« i 

=»• + («« + <7,)«' -4- (4 + a,C, + €?,)«• 

+(3o«-|-3C,-|-««C,-f-(!7,)«»-»-(6+2o«C,-i-2C;-|-a,C)a* 

= »• + ^,«» -1- (♦ 4- C,)*« + (3Cr, + ^,),. 

-K((H-24 + ^«)»* + (»^. -I- 4)«' -^(4 + 4)«* 

feraer 

»'•+15].*» + [%»• + H-I51,»'-|-I51.«-M 

= !*• -f- C,»' + (4 +. C,)x* + (3^, 4- r,)*' 

-f- (64- 2C; 4- <7«)»« -H (3 C-, 4- C;)*' 4- (4 4- C,)x» 

. ' ■ ■ ■« . ' 

4-C.»4-M 

X(«'4-a,*4-l) 

es:««»4-C',*» 4-(54- ^,)a»-K4C', 4- Ci)»* 
4- (10 4- 3^, 4- C^x» + (OC". 4- 2«", 4- C',)*»' 
■ 4- (10 4- 8 er, 4- c;)»« 4- (4C, 4- C;)»« 4- (5 4- «;)»» 

5 

4-'C,s4>l} 
fener 

•"+ l«l.*' • + I6L*' • 4- .... 4- [61,«» 4- 161,* 4- 1 

II..,.''... 

, =*>»4-C.«"4-(64-C',)»>»4-(5^.4-^.)** 

... 

■ ■^ £t A ' K a n ' 

-j. (15 + 4<7, 4- CJ*' 4- (IOC, 4- 3<?, 4- C,)*» 

i ' 

j« it A ■ ih Aß 

i 4-(204-6<7,4.2C«4-<^.)** + (l«C',4-3C,4-C.)!8» 

[ 4-(l5 4-4C?,4-6'.)»*4-.(5C',4-C^,)*'4-(64-C;)*» 

L ■^*""^'' 
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i-i7i.«"+Pi.»" + — hPi.»'+ni,=H-i 

1 7 7 7'''' 

= »"-4-C,«" + (7+C,)»" + (6C, + «■,)•" 
+ (2H-5C, + C.>"'' + (15C, +*C. H-C,).', 

r 

HS],»" + |8I,»"H--.- !«].>■ +181.'+' +••« 

Sil" -i- c.»' ' ^-{s-^ 6',)«" -Kic, + c,)«u. 

. ^(28 H-ec, + C.)«' • + (21 C, + 5(7, + «■,>■ ' 

+ (70-f-20C, ^-6^, +2^.'+ «7.)«''^ 






^ (»l.J.' • + + 19],.> + PI,« + 1 

''=»V + c,." + (9h-c,)='- + (8C', ^-c.)^■■ 
+(36^-^e■,^-c•,)»'•+(28fc,^-«c.|-^-c.)«" 
^-(84^-2l(7,+5c,-^?.)*'*+(^c',^-l5c,+4.<v^ 

-i-(126 + 35r, + 10C, + 3C. -|-C,)j,'o 

. .,' , -Haoc*. 4-206*, -HfiC, -4-2C, -*nCi)«' 

HierDSch ergeben sicli ulso durch Ver^Ieichnn^ der Coefliin) 
der gleichen Potcozen in den einzelnen Gleichungen die Helatioi 

tu, = C„ [2], = 4, [3], = C-„ W, = <\, PI, = C, n. .. 

|2],=2+C„ [3],=3-l-C., [4J,=4+C„ [5],=54-C„'y 



[3J,=2C,-l-f„ |4), 



- C„ [5]^ 



:=:4C, + C„ IL 5 



6h-2C,+ C. = i^ + (4-2)<7,+ C., 

[5J. = 10 + 3C,-4-C. = p^ + (5_2)C.+ C., 

|6|. = 15-|-4C, + C,=ii|-K6 — 2)C,H-C„ 

. = 2!-l-5C, -l-C, = ^-|-(7 — 2)r, + C„ 



6C, +iC, + C,=Y^C, +(5 — 3)C, + c;, ■ 



i. = 20+ 6C, + 2<:-. + c'. = 54ii+nl'> 



+ (7-4)C + f., 



|.=56 + lSC',+4C, + C.=iiy + 5^|c, 



t 



+ (7_5)<7, + C„ 



I, = 35C. + IOC, + 3C, + C, = [\,'l o, + j-^C 



H-(9_5)C. + C„ 



u 



3 



MO 



19] . = laH- SäC-^ H- 10^« + 9C, + <7. = nlTJTI -^ fflfl*^< 



9 



• t 



J^C,-f-{9*-<i)C,-frC„ 



9 9 9 9 .9 ' fi 7 A K 9 tl K A^ 

m ,=70C, ^- 20r, + 6C,+iC, + C, = o^Ti«^. H- nlfi«'. J 

A S 9 9 9 

# 

Aus dem Pntwickelten lässt sich nun schliessen, da^ allgemein 
sein Werde« 

n 

M« = 2^rii} 4. („ _ 2) er, ^- ^„ 

1«J7— 1.2.3 '^^^ 1.2 » 

-4— (ä — 5) C/j -|- Cji 

»(»-i)(«-2>Cw-a) . («-a)(«-^3^(*-r*)^ i 

M.= nfTTTi *- ilz.i " ^* 

(«-4) (»-5) " fi\^j.r 

4- A fa -i-UJi 1 
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j , (» - 1) (» - 2) (» - 3) jif- *> » . (»--»<«»^4>(it^5) ^M 
lf»j,_ 1.2.3.4 '"•" 1.2.S • 
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= 1.2.3. ..(;9 — !)•/' gesetzt ist. 
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Anffenommen , dass dieses Bildungsgesetz der CoefHcienteo for 
ul}« 'Zaliien von 1 bis u gültip^ sei, so \vol)en wir zeigeo, dass 
dasselbe auch für «0 + 1 statttiode. — Denkt man sich bun die 
Gleichung vom 2i»ten Grade in % mit :s'+an+i« + l multiplicirt, 
so erbellet leicht, dass, mit Ausnahme des ersten. und letzten, jeder 
Coefficient der neuen Gleichung gebildet wird aus drei auf eioaD- 
der folgenden Coeffioienten der vorhergehenden Gleichung und 
zwar nach folgendem Gesetze: , 

{n -I- \\h = l9]h-^2 + ««h-i[»Ja-i -H Mh ; .... (4) 
Für den ersten tind letzten Coefficienten hat man 

oder man kann sich auch allgemein' der Gleichung (4) bedieneo, 
wenn man nur [^]o = 1 und [^]^i = setzt. 

Mit steter Berücksichtigung der Gleichung (3) hat man also 
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«+1 



n n 

l» -f. 1], z= 1 + «n+lN , + [//I2 = 1 -*- «iH-l^, -4^ « -I- C, 

• " n ■ n 

== *r -I- 1 -f- a„+iC, + C.^ = « - 
l» •+• 1] 1 = [»1 1 •+• a«+iH 2 + M 1 = ^1 + a«+i» -f- a«+i^» 
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n n n • n n . 

+ (» -^ 1)C, -|- 6^3 Z= 1X124.1]» -f- ^^1 + «»-1-1^» + ^1 

n n y . n . n+1 «-H-1 
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[» -f- 1]4 = [»] j -f- OfH-lI^S -*- [»I4 =«+^2-1- ««-1-167, 
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raus ersiebt man nUD, dass das oben angenommeDe Bil* 
setz der CoefficieDten aucb für i»+l gültig ist; denn wenn 
den für [u]2m und [»Ism+i aufgestellten Ausdrücken i» + l 
{etzt^ so geben dieselben in die so eben für [» + 1]2ot und 
m+i entwickelten über, 
wenden uns jetzt zu dem andern Theile der Dntersuchnng^ 
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!^Ti| 



nämttcb zur Bestiromung der verscbiedeDCn C aus den CoefUcien- 
-tea der Gleicbung vom Säten (^rade; «'ollen über fortan diese 
CoefUcieolen mit A^, ji„ A„ . . . A„—^, An—\ i)nd A^ be/eici. 
nea. — Durch succeaaivc Elimiaation erbalten wir aus den oben 
auf gestellten Gleichungen: 



c, =^„ 




c,=^,— », 




C, = J,-^.-V)A„ 




C'.=^.-(i.-2)C,-5<! 


=ü=^.-(»-aM.+=!?=2, 


C,=^,-(»-3)C,-&- 


=4>fciV,=^.-(»-3M. 




-Hfe-a^=i^A, 


C, =^.-(»— 1M.H- — 


-2) («-5), «(»-!) (»-5) 


C,=-<,-("-5M.H- — 


-S) («-6I , (»_1) (B-5) («-el , 
1.2 ^'' 31 ''" 


c.=^.-(»-e).*,+fc 


-V) f«-7) , (n-2) («-G) («--) , 
1.2 -'• 3! -*■ 




. «(«-5)(b-6) («-7) 




■' 4! 


c. = J,-(»-7M,+fe: 


-5)(-_«l^ (.-J)(»-7)(.-«)j 




1 {« — 1) (n — fl) f«— 7) {« — 8)j 


C,. = -<,,-(«-S)J.+ 


»-6)(»-9)_j (>,_l)(,_»)(„_a]j 


1 1—« c— ') <"-« (»- 


0)^ "("-6) (1-7) («- 8) («-« 



Das Gesetz, nach welchem man die auf einander foIgendeD C 
i den CoeFGcienten A zu bilden hat, liegt deutlich zu Tage, uuil 
n BcbJiesst hieraus, daas allgemeio sein werde : 
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liese Relatioi 



Wir wollen nun wieder zeigen, dasB, wenn ilieBC 
alle C von C, bis Cj» und Cs^-m gelten, sie aucli für Q, 
Es ist aber nach dem Obigen 
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tairt man hierin für die verschiedenen C* ihre Werthe, 
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Dieser Ausdruck ist aber in m + 1 eben so gebildet , wie^ di 

n 

gemeine Glied des Ausdruckes für C2m in m gebildet ist, und 
ist also das für C^m als gültig angenommene Bildungsgesetz au 
Csm«4-3 nacbgewiesen. Ganz ebenso :ieigt sich, dass das für 

n 

levQMieiie Gesets Auch für Csm^« gilt. Wir bemerken 



■w^ 



.=^.-(»-(..-2))^„_,-K»-(».-4)) ^^=-J 
_,._, «>, (»-(«-111 (»-(.. 



(-!)'(• 
.-('-"" 



-(»-2*1) 

-i)i(/.-(«i-ai....(« 



-(/»-(t-ni) 



löbei man nur zu beachleo bat, ilasa ^„^1 und jedes ^ mit 
gatifent lodex ^U zu setzen ist. 

Setzt min bierin nach eiaaoder m^=l, 2, 3... 9, so erlialt 
m die von Euler gegebenen, im Ärdiiv. ß. II. S. 224 mitgelbeil- 
), Werllx- der CuefficiehteD der hcud ersten Glieder der Gleicliung 
■ die HiilfsgrÖHSc u. 

Nacb der Theorie der Gleicbungen bat muD nun zur Bestiin- 
\ag der UulfsgrÖGse » die Gleicbuug: 

_C,B«-i-#- C,u«-a_c,/*"-»4-. . + (— Ij'Ciw-izb 

.... + (- 1)«-J C„_i» + (- 1)« C„ = 0. 



XXXVI. 

eber die Entvvickelung von e=lim (1+:»)'^ 



Herrn T. Wittstein 

Lelirer am Lyceuui zu HmnoTer. 



bi dem ersten Theüe (2. Heft S. 204. ff.) dieses ArcbivH ist 
dem Herrn Pfofeasor Grunert einer Einwendung Erwäboung 

»chehen, welche Liouville gegen den i^on Caucby gegebenen Be- 

■'- des Satzes, dass 

lim (l+^)'^ = H-T-»-n^ +17573 +'■•■ 
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Wir wollen nun wieder zeigen, dnss, wenn diese 
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alle C von C\ bis Ci^ uod Ci^^i gelteo , sie nucl 
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CW+* gültig flinJ- 
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Es ist aber nach dem Obigen 
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1 liierin fpr die v«r>chiedeiKii C ihn ^ 
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Seist mBn DUD dbr Kiirse wegen » — Hm + \)^p, so ei 
B für Au «llgemeiii« Glied in .Ctnn-a den Ansdruck: 
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lieht man die beiden letzten Glieder in 4er Klammer zusammen,* 
a erhält man für deren Summe den Ausdruck 

figt man dazu den drittletzten, so wird dic^ Summe 
^ *^ . (>fc-2)! 

^( txi^f (P + 2^-3) (p'¥-Zk^^)...(p + k-^2) (p^k+i) 
r^ { . 2! (^-2)! 



v. » + ^~l) (p + k^2) 
^ k ' 



Uerzu das vierte Glied addirt, giebt: 



• 



r txr_^ (y + 2^ — 4) (;? + 2^ — 5) ip^ k-^i) 

^"*" 2! (^-3)! ' "" 

Xb + /r— 1) (;! + /. — 2) (;, + /r-.3)i 

lad mit Hinzunabme des fünften Gliedes beß'ommt man- 

i ^^^^ ^P + ^-^) (;>-f-2^- 6) . . . . (;p-f-^-f- 1) 

XO^Hrit — 1) (;,-f.it-2) (;, + /r-3) (;, + /r-4). 

Iin schliesst aus diesen Ergebnissen, dass man für die Summe der 
i letzten Glieder, den Ausdruck 



(J^-f-^-f-l) 



Xb + ^-1) 0^ + ^-2).... (;^ + ^-(g^—l)) 

whalten werde* Nimmt man hiezu das vorhergehende, das (f +l)(e 
6Ued vom Bude, nämlich das Glied 
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tr^{m — l)ß, ü = ß, Of — x = {m — 2)ß, also a;~\-K^mß. 
■DD acLIiesst man, dass ^(mß) = ca9 tnß, oder 

;, sobald ^ß)^=t.oti ß, ^{iß)^=eo»2ß ist. Du letiteres gilt, 
bald für einen einzigen Werlh yi{tt) :::^ cos u ist, nad da bewies 
n ist, dssa 



, 10 gilt allgemein 

r Ausdruck ^ 60° kann jedem beliebif^en Winkel x gleich wer- 
n, folglicb ist 9>(^) = coa a:, und 

Ä = 2/»cosir, 

er 2P COB a: ist Diagonale in dem Parallelogramme, dessen Sei- 
1 I*, P den Winkel %ir einschliessen, mithin der Sati erwieseu. 

«■'S- 

Wenn zwei beliebige Kräfte einen beliebigen Winkel ein- 
iliesseo, sa stellt die Dia^coosle ibre^ Parallelogrammes die Re- 
tirende nach Grösse und Kichlnng dar. 

Der Beweis ganz wie bei Poissoo, iudcin erat ein rechter Win- 
[ angenommen wird, dann ein beliebiger. Der erste Fall wird 
F 4- ^-i der zweite Fall auf den ersten zurückführt. 



XXXVIII. 

Uebungsaufgaben für Schüler. 



1, In einen Kreis ein Rechteck zu bescbreiben, dessen eine 
lite durch einen gegebenen Punkt geht and einer gegebenen ge- 
Jeu Linie gleich ist. 

2. In einen Kreis ein Dreieck zu beschreiben, dessen eine 
ite, dureb einen gegebenen Pankt gebt uod einer gegebenen ge- 



?mm 



raUen Linie g-lcicb ist, und tod welchem eine nnJere Seite t 
der Luge Dach gegebenen gcrnilen Linie parallel isf. 



.uf dl 



Ein gleiulispitiges Dreieck, an 
:i gegebenen cuncenlrisclien Kr€ 



, dessen 8pitzen 



4. Eine gerode Linie jiB von bestimmler Lange sei in dem 
Paukte C auf beliebige Weise in zwei Tbeile .IC und ßC ei- 
theilt, und durch den Tunkt ß spi auf .Iß ein Pcrpendikol vn» 
unbeatimniter Länge errichtet. Man soll in diesem Pcriieiidikcl 
einen Punkt ß so beslioiraen, dass, wenn man die Linie AO zielet, 
diese Linie der .Summe der beiden Linien ßCaui BD gleich iai. 

5. Wenn in einen Kreis ein gleichseitiges Dreieck ABCXia- 
schrieben ist, und von der Npitze A aus eine beliebige die Seile 
BC in D^ die Kreislinie lun sweiteu Male in E Bclineidende ^- 
rade Linie AE gezogen ist, so ist immer ilie SuminB der Limeo 
BE und CE der Linie AE gleicli. 

6. In der Ebene eines Vierecks ABCß einen Punkt ( 
eolclier Lage Anzugeben, dasa die vier Produkte OA.BCCD, 
OB .Aß . Cß, ÖC. AB . Aß, 0ß .AB . BC einander gieich j 



7. Die Seite des in einen Kreis 
heit angenommen wird, beschriebener 
Kettenbrucb entwickelt darzustellen. 



dessen Halbmesser ala \ 
reguläreu Zehnecks in einj 



1 AB und Cß der l 

e MN der Lage 



8. Wenn iu einer Ebene zwei Lin 
und Grösse nach gegeben sind, und cir 

gegeben ist: in dieser Kiene einen Punkt s» zu beslimm^ 
duss, wenn uqd die Linien AO, ßO und CO, ßO zieht, weld 
die Linie IHN in den Punkten A\ B' und C\ ß schneiden, f 
Linien A'B' und CD' auf der Linie MX in einem gegeben 
Verhältnisse zu einander stehen. 

9. Wenn AB, A'B', A'B 

Linien in derselben Ebene sind, so liegen der Durcbsi-hnittBim 
der Linien AA' und BB", der Durcbschoiirstiunkt der Linien jj 
und BB", der Dur<:h!.chn'itt»,.ut>kt der Linien AA' und ß'M 
jederzeit iu derselben geraden Linie. 

10. Eine gerade Linie schneide die Seilen AB, AC t 
!(^ks ABC in ß, E, die \erlHngerung der dritten »teite ßCi 

über C hinaus in F. Man soll eine Formel entwickeln, mittein f 
welcher aus den drei gegebenen Seiten Aß, AC, BC des Drei- f 
ecks ABC, aus den Linien CE und CF die Linie Bß berediHt | 
werden kann. 

11. Durch gerade Linien, welche den vier Seiten eines ge^*- 
bv>ea Vierecks ABCß porallel und von densclbcD Bämmtlich gleici 




^^ 



^^ 



^m 



es gegvbeBeu Vierecks 
imen, desaeo FläclicD- 
Vierecks io einem sre- 



lit eatfernt sind, soll man ein innerballt i 
BCD liegendes Viereck A'B'C'I> lieatii 

inhalt zu dem PlüclieDinLalte des gegebenen 

gebenen Verbältaisae steht. 



12. Wenn niiin aus einem Punkte A jn dem umfange eines 
KreiBes als Mitteliiunkt eine xtreit den {Imfsng des ersten Keises 
JB den Punkten B, C schneidende Kreislinie beschreibt, und dann 
tiaen beliebigen Durchmesser dieser letzteren Kfeislinie zieht, n'el- 
ther die gememschiifClichK Sehne BC beider Kreise in D, die 
iveite Kreislinie in E, die erste Kreislinie in F scbueidet, so ist 
AD: AE^AB : AF. 



13. Eine ob^esfiimpfte Pjrnmidc mit zwei einander parallelen 
firnndflächen durch eine diesen beiden Grnudflücbeii parallele Kbcne 
n SU tbeilen, dass die beiden Theile in einem gegebeneu Vcrbalt- 
nitse zn einander stehen. 



XXXIX. 

M i s c e 1 1 e n. 



1^ 



In Nr. 443. der astrono mischen Nachrichten bat HerrTb.Clan- 
das Integral 

welchem Legcndrc in dem Traitc des fonctians elliptiques. 
Chap. XXVI. Nr. 136. auf einem ziemlich weitläufigen Wege ge- 
langt, auf fulgendc cialacbe Weise entwickelt. 

Setzt man 



y' — 3y' -t- 2 , 
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/ 



und 






</g _, y»— ^y — Si </y 

1-3»»— »y* — 2y-|-4" \/y» — i' 

ifa' j y* dy 



i& 



»# 



*"» 



■ T 






9— ^•y-f.2- i/^^rrr 

Addirt man diese drei GleichuDgeo» so findet man: 

dx' dx 6yrfy 



dx 
1—3»» 

> 

folglicb ist: 



«"» -*- 9 



«"» 



9 (y»^8)V^y»— l' 



J{y* 



ydy 



8)\/y» — 1 • 



1 , l+»V/3 il** ^/i^^A* 1 

= i2v73 ^^8f" rrivTs + 18 ^^«*«°fi^ T* ■*" I8 Arctang j. 

oder, wenn man für «, V, V ihre Werthe substituirt und die 
gen summirt: • 

y ydy 
(y* + 8)V/y»-l 

i_ , V^y'-f-y+i-i-^y^^>l^> 

3y(y-.l) 



TS ^-'•-^ (4^y)V/y»^l ' 



Druckfeliler. 

Auf der letzten Seite des 16ten Bogens muss die Pagina Ifö6 itatt S 
heissen. 



XL. 

I^er die Berechnung der Parallasen. 



dem Herausgeber. 



tt Formeln Ttur BerechouDC der Porallaxen sind in jeder Be- 
buDg, natürlich aber vorzüglich für die Astronomie, von ao 
)Bser Wichtigkeit, dass es sich wohl der MüIjc lolint, dieselbeti 
dieser Zeitschrift einma] vollstÜDdig im ZusiimmenhuBge zu ent- 
Ekeln, wobei ich zugleich beubslchtige, hei dieser Gelegenheit 
.ige, an viel ich weiss, noch nicht bekannte Formeln zur Sprache 
bringen. Auch hoffe ich, dasB die Rutwickdung sich insbeson- 
re durch ihre Allgemeinheit zu empfehlen geeignet aeiu wird. 

f 5-2. 

rDnrch den MittelpunkJ: C der Erde, welche wir hier als ein 
teil (Imdrehung einer Ellipse um ihre kleine Ase enislandenes 
häroid betrachten, und einen bcliehigen Punkt nuf ihrer Ober- 
che denke man sieh zwei beliebige einander pnrnllele rechtwiuk- 
e CoordinntenSTsteme gelegt, und nehme in diesen beiden !JfBte- 
:n, wie mnu in der analytischen Geumetrie bei parallelen Courdi- 
lensystemen heknnntlich in)mer zu thnn jiBegt, die pitsilireii 
leile jeder zwei glcichniimTgen Axen von den entsprechenden An~ 
■gspunkten an noch denselben Seiten bin. Sind X, y, ü 
> Coordinaten eines Wcltkörpers in Bezu^ auf das iSystem, dea- 
I Anftingspunkt der Mittelpunkt C der Erde ist, und x\ y", %' 
Coordinuteo dieses Wcltkörpers in Bezug auf das System, des- 
I Anfangspunkt der Punkt auf der OherBäche der Krde ist, 
demselben Zeilmomcnle, so heissen jederzeit x, y, % die wnh- 
■ , dagpgpa a:', y*, «' die schei nbarcn Coordinaten dieses 
Itkörpers in dem in Rede siebenden Zeilmomente. Nind nnn 
Ä, c die Coordinnlen des Punktes O uuf der (tberSäche der 
e in Bezng auf d^is .System, dessen Anfangspunkt der Miltel- 
ler Erde ist, so hat mnn nach der aus der «nulyiischen Geome- 
l'h«! Hl. 22 



im. 'j^.i 



trie bekaunteii Thcorif 
Gröasen a, i, cj x, y, 
gnltigCD GIcicIiuDgen : 



der CoordinatcnvervBDdlnng zwiacben den 
x; ^', ^, V die folgenden ganz Bllgemein 



, j/=Ä-t-y', s = c + s' 



Jetzt wollen nir uns durch den Mittclpnnkt C der Erde noch ein 
neues recLtwiokliGfes Co ordinat cd System der \¥Z gelegt deoken, 
und wullen zueleicb, was oficnbar verstattct ist, Fols^codes aanch- 
meD. Die [lOsitiveD TLeile der Axcn der ^ und X sollen mit 
einander zusammenfullen. Ferner sollen die positiven Tbcile der 
Axea der y und 1 so angenommen werden, dass der von deoael- 
ben eingcücblassene, ISO" nicbt übersteigende Winkel, welcber 
' durcb @ bezeichnet werden mag, nielt grosser als iH)" iit, nud 
dass der posiiiv-e Tliell der Axe der y auf der paaitiven Seite der 
Ebene der Xf liegt. EodItcL sollen die positiien Tbeile der 
Äsen der « und Z auf eioer und derselben Seite der Ebene der 
arff oder aucb der Ebene der XY liegen. Dies vorausgeseUt, bat 
man, wenn Z,, JU, JV die Coordioaten des Punktes in Bezug 
auf das Syatem der XYZ bezcicbneD, nach den allgcmeioeu For- 
meln der Lebre von der Verwandlung der Coordinatea die folgcu 
den Gieichnngen: 



i = jtf ( 



s -»- A" cos (90" — 0), 
B (90- + 0) + A- cos 0; 




/» = /,, 
2) 1^:=^/ cos 0-1- iV sin 0, 
(c=— Äsin © + iVcoB 0. 
Folglich ist nach 1) 

3) jy = ytf cos 0+ A' sin-0 + y', 
( s = — Ttf sin + A' cos -H »'. 
Nun wollen wir zu {lolaren Coordinaten übergeben, von dw 
bekanntlich in der Astronomie vorzugsweise Gebraut' 
wird. Zu dem bnde bezeichnen wir der Kürze wegen ' 
stehenden WcltkÖr|ier durcL W, die Prujectionen der Linien CWi , 
und OIV auf den Ebenen der a:y und x'i/ respective durch CP 
und OP'. Die von CP und OP' mit den positiven Tbeileo dor 
Axen der a: und a^ eingeschlossenen Winkel, indem man diese 
Winkel von den positiven Theilen der Axeu der ä- und x' an 
durch die von den positiven Theilen der Axen der .ar und y^ dd(I 
der Axen der x" und f/ cingescblusseneD rechten Winkel hiodurcli 
immer nach einer ßickluug hin von bis SfiO" zählt, 
und V. Die 90" niciR übersteigenden Wiokel, unter denen | 
CW und W gegen die Ebenen der xy und x'^ geD4 
sind, indem man diese Winkel als positiv oder negativ betraclü 
jenucbdum die Linien CW naA OWaai den positiven oder ii 
tiven Seileti der Ebenen der xy und a:'t/ liegen, seien ß und« 



Bezeichnen nun q und 
WeltkiirperB W von den 
O auf ihrer ObcrflacLe; s 
allgemein gültigen ^uaclr 



)' die ButfernuDgen CIF und OW dea 
Mittelpunkte C der Erde und dem Orte 
) bat man offenbar die folgenden gnnz 



1 



« = ? «u ß 



5) ff-^e'i 



IS X' cos ß", 

1 i' COB ß'. 



!Q cos X cos 
e sin i. cos 



und es ist folglich noch 3) 

tQ cos l cos ß = £, + Q' cos ^' cos ^', 

jS = J/ cos -i- A' sin + q' siu A' cos /»■, 
P = — jW sin ©H-Acos 0-t-e' sin /P. 
Ist aber Cfi die Prnjection der Linie CO auf der Ebene der 
X T, and A der von ^Q mit dem positiven Tlieile der Axe der 
A oder ^ eingeschlussene Wiakcl, indem man diesen Winkel von 
dem positiven Theile der Axe der X oder ^ «n durch den von 
Aea positiven Tbeilen der Aicn der X und Y eingescblossenen 
reckten Winkel hindurch immer nach einer Richtung hin von 
bis 360" zählt, ^ der 90" uicbL übersteigende Winkel, unter wei- 
chem die Linie CO gegen die Ehene der XKgeneigt ist, indem 
man diesen Winkel als positiv oder negutiv betrachtet, jenachden 
die Linie CO auf der positiven oder negativen Seile der Ehene 
der Xy liegt; so ist auf ganz ähnliche Art wie vorher, wenn wir 
den Erdholbmesaer CO = r setzen: • 






und folglich nach 6) 
U cos icos;S = 
1^ sin }. CDS ß^ 



i X' C08 (?, 



f-\-r cos B 



j e' cos V I 

Iß' sin X' I 






I X cos (S — r s 



, ^ cos cos >p 

— r sin sin if, 
1 @ cos y 

— r cos Q sin 91. 



S41 

r^r* + p' — 2rpl coa X cos ß cos A cos y I 

I+bIo X cos f¥(sin @ sin gs 1 

< 4-Bia ^ coH cos yi)i. 

i +siii /S(cDB sin 91 i 

1 — sin ^ siD cos y) J 

iet mBD den HtilfsRiDkel yi mittelst der Formel 

I 20) tang ifi = ein A cot y, 



..0.-,. 


5, + ,io 


A 


CDS e 


CD 


9' = 


sin f sin (» + v) 


COB @ EID 


y— SID 


A 


■in e 


CD 


)> = 


""'":: IT •*"'">■" 




+ i'Q' 


r 


A' CO 


(f 


CDS ^ 
(fCD. 


•slni 

DD., . 




(9 + V) [ 


. 








+ 


liD ;i' 


..^■.io(9 + «l' 



= »■'+?' — 2rpiC0B ^ cos P cos ^ cos <p 

^ fsiDi? cos(0-|-t) I 

+ sm Ä cos ß sin (0-1-^)1 

tang Ir^sia l. cot |9, 
taog l'^BiD V cot j?; 



M) 



^r»-!-f"M-2re'ico8 r cos jF cos A cos 5 



siii^ sin f cos (Q + V'-f) . 

+ ."S -^ cos f • 



= r*-t-e' — arejcos Ä. cos (i 



sin ? sin y ros (8 + ^ft — 



il, ila r, p, e' die drei Seiten eine» Dreiecks sind, immer 

14. der alsolute Wertli von ß — ?' inmer kleiner als r, und ' j 

L"~ 




und weil nacb dem Vorhergehen den der absolute Wertb von 



immer Icleiuer alt ( — )*, diese Grösse aber io Bezug auf die jeder- 
zeit äusserst kleine Grösse — von der zweiten Ordnnntf iatj 

sind die Grössen — nnd — r oder sin n und sin n' immer 

shieden, und man kann also oäberangB- 



,4 

seht ^ 



— 7 = — oder als n' = siii n, 

also nach 15) näherungsweisa 

(lang 1 = 
27) 



|laag(i = 



sin 1' cos (?' + sin n{sin » s 


n qo -f. cos e sin 4 cos 7) 


cos A-cos,r + si 
cos .Llsin (y + ain ji(cos Ö f: 


ny-slnesinJc»,)|: 



s A c 



I Vorhb 



^ und 8 beissen die wahren, V uod ß" die : 
laren Coordinatcn des Weltkörpers W, und durc 
gehenden entwickelten Formeln können immer sowohl die 
aus den letzteren, als auch die letzteren aus den ersteren gefundn 
werden. Die Differenzen X — T und ß~ß' hejssen die Parall- 
Bxen des Wcltkürpers W in Bezug auf die durch i. und ß oder 
X' und ß' bezeichneten wahren oder scheinbaren Coordinaten, na- 
türlich tur die Zeit, welcher diese wahren uud scheinhareo polaren 
Coordinaten entsprechen. 

Mittelst der im Vorhergehenden entwickelten ganz allgemeiopii 
Formeln wollen wir nun die verschiedeacn in der Astronomie bei 
der l'arallaseDrecbnung vorkommenden B[iecielleu Aufgaben auDü- 
sen, iodem wir nur noch bemerken, doss zur Berechnung der !.«■ 
KeuuuDlen geocentriscbea Breite eines Orts auf der Oherllätiic 
der Erde nnd des nach demselben gezogenen ErdhalbBiessers r 
ans der Polböhe dieses Orts uud den beiden Hnibaxen der Erde 
schon im ersten Tbeile des Archiv'« S. 177. hei einer andern Gt* 
legenheit die nötbige Anleitung ertheilt worden ist, worauf 
daher der Kiirie wegen hier bloss verweisen wollen. 



Aufgafie. Aus der wahren 
_tiation a, S die scheinbare I 
a', J' zu finden. 



n und Decli-^ 
und DecH* 
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p. Aufjösun^. Wir lassen die Systeme der ^r^ and XTZ mit 
■ander zusiUDmeuFalleo, wo dano offenbar @=0 ist. Fefner nehmen 
ir als Ebene der ^^ die Ebene des Aequators an, Insseii deo positiven 
bell der Axe der ^ von dem Mittelpunkte der Erde aus durcb den 
DfangBpDDkt des Widders oder den Frühlinffspunkt, den positiven 
beil der Ase der ^ von dem Mittelpunkte der Brde ans durrh den 
ionzigsten Grad der RectascensianeD, und den positiven Tfaeil der 
se der a von dem ftliltclpunkte der Erde aus durch den Nordpol 
•s Aequators gehen. Unter diesen VorausseUungen ist im Obigen 
Tenbar X = a,,ß = 6i J.' = a', ß'=ä'i der WiDliel y ist die so- 
•nannte geocentriache Breite des Orts auf der ObcrBäcIie der 
rde, und .4 ist die sogeuaonte Rectasccnsion der Mitte des Him- 
els, welche man erhält, wenn man die Sternieit des Orts O, der 
e wahren und scheinbaren Rectascensioncn und Dcciinatinnen 
S und a', & entsprechen, auf bekannte Weise in einen Bogen 
irwandelt. Biemach ergehen sieb nun aus 12) unmittelbar die 
icmeln 

1' , , sin o cos J— sin n sin J cos ^ 

•"«"=...,.. .-.,.„™^,. TT. 

Jie Vollständige AuBösung unserer Aufgabe enthalten. 

HaD kann aber diese Formeln auf mehrere Arten umgestalten, 
denen wir hier nur auf die folgenden aufuerksain macheo 

,Weil nänlicb, wie man leicht ündet, 

3 a cos (J — sin 7i cos ^ cos j>) — cos a(sin a cos 6 

— sio 71 sin ji cos y) 
^s'in re coa 9 sin [A — «), 

(i(cos a cos ä — sin ;r cos A cos 9) + sin (((sin a cos tf 

— sin jr sin A cos gj) 
^cos d — sin jr cos y coa (A — «) 



jf(cDH a coa d — sin n cos A cos go) — cos ^(sin a cos rf 

— sin jr siD A cos gi) 
^ coa 6 sin {A — «), 

[(cos a cos ä — sin n cos A cos gj) + sin ^(sin a coa 3 

— sin TT sin A cos <p] 
= coa ä cos {A — a) — sin n coa tp 

po ist, wenn man jede dieser Gleichungen dnrch 
1 coa 3 — sin n cos A coa g> 
lok der ectten der beiden GleicliODKen 28J 





^i^ 



BIO a — cos a tang u' = 
cos a + aia a lang «' = 





s V 




-«) 




cos » cos (T 






ff rn 




cos tT — sin 






sU- 











j4 — cos ji tang K'r=— - 
3 ji + sio -^ lang «'=^ — 



I DOS J cos 9. 
1 M-'^ 



AIbo ist, wie sogleich in die Augen fallen wird, 



sin (a — «') = - 



s U-»)! 



30} 



siü M-a') = 



I 



Aus diesen Formell crgicbt sich aber auf der Stella 



long {« — «'):=- 
'tang (^ — «') = - 






Weil ferner nach der zweiten der Glcichungec 



ist, so lassen sich die Gleichungen ! 
folgenden Form darstellen: 



sin (« — «') = - 
COB (a — «^ ^ - 



I und 30} 



auch ODter ia 






- tasgf 



33) 



i (^-a') = 



- tang ä; 



- tang J'. 



Verbiadct man die ersten Gleicbusgen in dieseo beiden SjslemeD 
durch Addition und Subtraction mit einander, und bemerkt, das« 
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wo (o-o') + .ia (^-..■) = 2.iii |J(^ + o)-b1 co. i(^-a), 
ein (a — «') — Bio {A — a')^— 2coa \HJ+tt)—a^\ üa ^(J — tt} 
ist; so erhält man 

2«iii IK-< + «) — "'1 CO. JM — ") 

... .0. J+»l.» 



2«o! läU + o)-«'! 1 



i(J-«) 



1 M-o) tug *, 

D U — o) t»IBl)'. 



sin (^ — «)=2ain HA — a) cos ^(-i — «) 



34) 



|JM+.)-.'|=S 



!: cos HA—a) toog ifi 



^tongil^-«). 



iTitlglicli durcb Dmaian 
35) tang U{J + a)-«'[=^ 



Ganz dieselben GIcicbuDgen erhält man auch, wenn mBD die zwei- 
ten Gleichungen io dea beiden Systemen 32) und 33) durcb Addi- 
tion uod SubtractioD mit einander verbindet. 

Hiit man mittelst der Fornicl 35) die scheinbare BectnscenaioQ 
a' gefunden, so ergiebt sich die scheinbare Declinalion d' mitlelst 
einer der beiden folgenden unmittelbar aus 34) fliessenden For- 



I \i(J + a) — a '\ sin J— si 






itang «f ^- 
lang (? = - 



Wenn man die Gleichunc;en 34) qundrirt und denn xu einander 
> erhält man ohne Kichtvierigfkcit ^, 



4 ««3 K tirv -< 



^^ '«i.j V. -,1. . — T. MiB ■» «fa Y 




ibkNa -ütt ««hl 



S46 

II 
If 



. \f \ i ". 



'.:. 1.. 






J 

. ce 

+ 

g 

•« 

M 

S' 



I 



I 



s 

M 
O 

o 
ce 

I 



0» 

9 

I 

VI 

3- 



N ^ 



WO sich nnii noch fragt, wcüclies Zeichen man sn nebmei 
Um hierüber zu völliger Gewissheit zu kommen, müssen w 
die Gleichungen 9) zurückgehen, welche im vorliegenden Fal 
folgende Gestalt: 

1^' cos a' cos f^=:Q cos a cos i-^^r cos A cos 9)3 
q' sin af cos f=sQ sin a cos (^ — r sin ^ cos 9, 
q' sin ^ = ( sin ^ — r sin 9; 

oder die Gestalt 



M7 



— COS a' cos d'sscos a «os J— sin n cos A cos 9p, 
38)^— sin af cos ^= sin a cos ^— sin tt sin A cos 9p, 
■*- sin ^=sin J-^sin w %vi w 



ffliaUen. Ans der dritten dieser Gleichungen^ erhellet, dass die 
Srössen 

sin d — sin TT sin 9 und sin ^ ' 

immer gleiche Vorzeichen hahen; und da nun» weil f^ ahsolut'ge- 
Dommen, nie 90® ühersteigt, sin d^ und tang d*^ jederzeit gleiche 
Vorzeichen hahen, so hahen auch ; '^ 

sin d — sin n sin.:9> und tang f 

inmer gleiche Vorzeichen, woraus' sich ergieht, dass in der ohen 
ftr tang d' gefundenen Formel imdier das obere Vorzeichen ge- 
Bommen» also 



■1" • ■ , 



\ 



•► 



fcflii rft * ^ Bf«— 6 < 






geaetct werden mnss. 

Hierbei bemerken wir zaffleicb, dasB bei allen oliig^cn Fori 
noch eine besondere Beurtbeirung oötbig ist, in welcbem Quad 
1 Eich die gequellte scheinbare Rectascension a', welclie 
kanntlicii immer [lositiv ist, aber bia 360" wachsen kann, end 
lassen muss, und ca ist sehr wicbiitr, jm ßesjtz bestimmter Rei 
ich denen man diese Bcurtheilung in allen Fällen 
lülliger Sicherheit anstellen kann. In dieser Beiiebun^ beaei 
vir daher zuvörderst, dass. wegen der beiden ersten Gteicbfl 
D 38) jederzeit ^ 

cos o' cos 6" mit cos a cos ä — sin ir coa ^ cos jp, 

' sin a' cos tf mit sin a cos i — sin n sin .^ coa f, 



^Bd, well cos & stets positiv ist, jederzeit Knffl'Tt««»* tliniB \j^H 

^^m cos a' mit cos a eos S — rin ^ cos A cos ^, .^^^^^H 

^F sin a' mit sin a cos J^— sin jt sin ^ cos gi 1 ^^^^^H 

sleiclies Vorzeicbcn hat. AUo endigt sich «' im ersten, zweiten, 
dritten oder vierten Quudrentea, jenachdem von den beiden be- 
kanotcn Grössen 

cos a coa 6 — sin ;r cos -i cos y, 

die erste positiv nnd die zweite positiv, die erste negativ und die 
zweite positiv j die erste nrgativ und die aweife negaiiv, die erste 
positiv und die zweite neguliv iat, mittelst welcher Kegeln also die 
verlangte Beuribcitung iaiuier sicher angestellt werden kann. 

Berechnet man nun a' und & z. B. mittelst der Formeln 28), 
nämlich mittelst der Formelu 

Ptana- a' = 7 ■■ 3 ^i 
I ° cos a cos — sm n coa d ooa 9 
j, cos a (sin rf— sin n sin y) 
'""'S '^- cos«cosJ-..n.cos^cosy i 

•o musä sich a' im ersten, zweiten, dritten oder' vierten Quadran- 
ten endigen, jeDucbdcoi in Bezug nuf den der Grosse tang a' 
gleichen Bruch der Nenner positiv und der Zähler positiv, der 
Nenner oegiitiv und der Zähler positiv, der Nenner negativ und 
der Zähler negativ, der Nenner positiv und der Zübler negativ ist. 
Der Ausdruck für tang di lässt keinen Zweifel über die Art und 
Weise, wie &, welches, absolut genommen, nie 90° übersteigt, zu 

Berecliaet man a" und S' mittelst der beiden ans 28J und 31) 
flieasendea Formeln 

ttaog («- 
tang d 
er 

tangM-aO = 

So liat man tu bemerken, doss die beiden Werthe, welche a' haben 
Jcann. immer von der Form «' und «' + 180° sind, wo o' nicht 
grösser als 180° sein soll. Diesen beiden Wertlieo von a' eut- 
finrecben nun uncli der zweiten Formel der heiden obigen Systeme von 
K^ormeln inimer eulgegengeseulc Werthe von lang d', und da man, 
"^leil bekannilicb tang d' immer einerlei Vorzeichen mit sind — sinn 
^iD 9) hat, das Vorzeichen von tang d' kennt, so iässt sich offenbar 



^"coä tt — 


in n 


OS y c 


»(J-,)' 


cos «' (si 


(f-. 


in 7f K 


n») 


coa acoe d 


-sm 


.™^.<,., , 




ORfn 


n M- 


<■) 


— coa Jco 


M- 


.1 — 


. I «.. ,■ 


cos ß' (si 


J — 


in ns 


.,) . 



SSO 

such immer obne Schwierigkeit sicher beurtfaeileD, welchen der 
beiden Wertbe vud a' man za nebmen bat. 

Auf gnn£ ÄhDÜcbe Art tiat mon sich zu verbalteD, wenn man 
a' und ä' mittelst eines der beiden folgenden aus dem ObigcD be- 
kfinnten Systeme von Formeln berechnet: 



tang f4(J-+«) — a't = tang {{A 



taog U(^ + a) — a'J = tang {{A — a 



tang 3"=— 



»iU-") 



-"J™ 


tt—Ü 


an 00 


^■ 


sin rf — 


Bin n s 


nV 




... J-l- 


sm«c 


OS <f 




— )?s 


rf-l-s 

in n s 


n. 


i-? 


sin J— 





I 



■ ab n CD« 7* 



Diese beiden letzten Systeme von Formeln sind, so viel ich weiu, 
hia jetzt noch nicht bekunnt geweaeii. 

Sich die Rechnung uuch den obigen Formeln durch die Ein- 
führung Ton Uülfawiukeln zu erleichtern, bat nicht die miadeBte 
Schwierigkeil, und wir wolleu dies daher auch nur beispiet Bbalb« 
Bu den letzten Formeln erläutern. 

Setzt mau nämlich 



K t..B i = - 



40) tapg x = 
. 1» hat niin zur Berechnung von o' die Furmeln 

41) Inng |J(^ + r.)-o'| =l.ug i(A-a) »nng (45"+j)^ 

42) lang U(^H-i.)-o'l =tang ',{A-a) cot (45»— j;)j 
und zur Beiechnung von S' hat man die FormelB 



li|,l-l-.)-o| 




cos Js 
cos;r 


in(«"-Bj 


cosi 
cos;!' c 


in HS» 
OS (». 




oosS. 
"•X 


0. l«. 
0. W 


-rf 



' 8?P ^ sin 9 
eos (f 
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t 

lud wenn nan die erste Gleichung in 33) durch die erat^ (Ueicbimg 
b 33) diYidirt,' so ergieht sich 

AA\ sin (« •*"«*) sin » cos y 
'' sin (^ — «') "^ • cos cf 

oder 

■ ■ ■ v' 

AT\ • /># «A COS (f sin (« — a') 
47) sin (uÄ— a) = : • 

' ^ ' sin 71 cos 9 , , 

Die zweite der Gleichungen 45) kann man auch unter der Form . 

schreiben^ und weil nun 

taug osstang ^+rrnr:mK 

o , o ■ 0OS cf cos Q 

iit, 80 ist 

^»«^ it^i ^^'^ (<y— <n _ sin (^ — tt) '^:.„ ^ . sin 71 sin y 
*"» ^"*"cos<fcos? — st'n (^-«') **°fi^ ^"*" cos<f ' 

also 

sin_(^^-a[)jT- sin (i# -- «) ., sin Tg sin y sin (J — cfQ 

^ sin U — «') *"°fi^ ^ ~ cos <f cos <f cos cT* 

d.i. . ^ ' 

jigin j{« — «O cos 1^ — ^tt,f,«')} 1^ sin 7i sin y __^ sin ((f—cT) 

•sin ( J — «') fi^ cos (f cos cf cos <f * 

Radi 47) ist aber 

sin 4(« — c*) ..^ , sin 7f cos y 

sin (4 — «0 2cos (f cos 4(« — ^ *')' 

niid* folglich nach dem Vorhergehenden 

sin n cos y co^ jil — !(« + «*)} - ^ sin 7i sin y sin (cf— <f) 

cos cf cos ^(a — «') , o ""^ cos cf cos cf «os <f * 

also 

sin {ß — ^)ai:8in n sin y cos d' 

sin n cos y sin..<f cos |^— -^tt + cg*)} 
, "^ cos i(a — «') 

Bdzt man nun 

' ' • cos i(« — «) . 

<|»>ird 

. ' * * * ' 

49) «n («J-,r) = 22i4i^£ sin (C-i»'), 



« ^ 



I 



r der Kürze wegen 
50) ji*= — 



iC 



51) sin ((J— 5") = /* sin (C— ^. 



ain(d — 6') = ii\ain{Z-~6) cos (iJ — dO-i-cos (£: — *) sin (^-J^i 
und folglich 



52) tODg (J-J')= ^_^,„^t;_J) - 



Setzt man 



53) j&z 



T M- 



so ist nach 31) 

54) tBDg («-«') = iircos(^-«) - 
Wenn man jetzt über1iaii])t die Gleichung 

hat, und der ahsolule Wcrtli von « nicht grösser als der TJa 
Theil der halben Perii>herie istj so ist nach einer aus der A^ 
ais hekannten Bcihe 





«:=taDg 


"-i'"g °" 


+ jl»tg «•- 


tl«og • 


+ 


und 


folglicb, 


ireil 








•t. 


"■•■'■ 


taDg*. = a; 


.in »(l-*c 


0. ») 1 








.= :v. 


n.<l-a,c<,. 


V)-' 








-t^' 


sin-'Cl-« 


CO. «)". 




siy 


fl-J 


!■•_•■+>■ 


.m«'(l-^ 










— T^' 


Bin v\l — x 


.. r)-' 








+ . 









L der absolute Werth von ar cus n kleiBcr als die Einl( 
so ist ea verstiiltet, die sämmtliclien Putenzen von 1 — a 
nach dem Binomiscben Lehrsätze in Reihen zu entwickeln. 
s, und ordnet dann nach den Potenzen ^ou o^, 
I uittelGt der aus der Trigonometrie hekannten Ausdrücke f! 



die Sinus der vielfacben Bogen ohne alle Schwierigkeit die fal- 
lende tnerkwilrdige Reihe: 



I Secnnden nusgedrückt: s 



er auch, wenn man nur einige wenige AnfnngsgÜeder der Reihe 
■iicksichtigt, ohne njerkliclien Fehler 



HieroBch bat man unter der Voraussetzung, dass die absoluten 
ffertbc von ct — a' und 6 — d* nicht grösser als der vierte Theil 
Aer halben Peripherie, und die absoluten Werthe von it cos (^ — o) 
Bod I* cos (C — ^) kleiner als die Einheit sind, nach 54) und 52) 
dtte Formeln 






— rt); j,nril (j> - ' 



56) S — ä' = 



\.i mt ^ li>3^ f,* Big m—J) 



weh dem Obigen ' *"* ■■ "_ 



ind C BUB der Foi-itael 

^^^ «^"t ^— ^^K^^io 

iamt werden mnss. 

bt man berechtigt mit hinreichender Näherung bei den ersten 
"* der Reiben 55) und 56) stehen zu bleiben, so erhült auiB 
'twin. 23 



Oller nticli DÜheruniTH weise 



60) ( 






a {A~a), 



h-6'=- 



Weil über 

A — i{a-^a') = J — a-\-\{« — a') 
ist) «ti ist nacli 58), wie bihii leicht findet, vena mso 

^, ,„._, CO» M-^i^ + wOj 

i,„,( i:=<9B, (^— o) cos ^(a — «■) — ^ain (^i — «) sia 4(*»-''S 
»trf. '■"■ 

CM t^cot 5p|coB (^ — «) — Bin (v* — «) tang i{a- 
alHo Dach 59) 
J— J' = '""^^''j" ^ |co8 (J — Bin rf cot y cos (^ — a) 

+ aiB (T cot y gId M — ») tang ^{b-iÖP 
und folglich, weil das Glied 

: — p-^ sin 6 cot 9 sin (-4 — a) lang ^{a — «') 

offenbar in BezDa; auf sidtt tang^(a — a") von der zweiteif 
ist, Däherungs weise 



J — ^' = "'"^"„7 ^ jcos J-sin J cot 9> cos M— a)J 
also, wenn man den Hiilfswinkel i; mittelst der Formel 
61) cot ij^cot (p cos iA — a) 



62) tr-J' = "" """ ^ sin H-<J). 

sm ^ sin I , . r , „,| 

Daher Iiaheo wir jetzt die folgenden NäbemD|^f«faelB 
/ cot tj = cot ip cos (^ — o), , 



63) ( 



^^l?"»W-i* 



k 



9 •• (UJdiliitl Uli IHiati t«)0 Liilil-(- 



»M-«), 



\s~&=- 



tie Voranssetzuugen , unter deoeo die im Vorhcrgeheoden Tdr 
: — a' und S — «f gcfuodencn Ausdrücke nur ^ittig sind, haben 
rir oben angegeben. Will man sich also dieser Ausdrücke mit 
liclierlicit bedienen, so inusa man sich jederzeit vorher überzeugt 
ubeu, dass die in Rede Htebendeu Voraussetzungen sämmllicfa er- 
üllt sind. Vorzüglich ficheiut dann, wenn die wahre Rectascension 
: nahe oder nahe 360" ist, Aorsicht uötbig zu sein, weil dann 
llerdings der absolute Werth von a — «' nicht nahe 0, sondero 
iahe 360° sein kann, was man also hei prakliachen Anwendungen 
letB wflhi zu beachten und zu horncksichtigen hat. 

■ Aufgabe, Ana der scheinbaren RectaBcenaton nnd 
Itlination a', <f die wahre Rectaacensioa und Decli- 
tion a, S zu finden. 
Auflösung. Auf ganz ähnliche Art wie im vorigen Paragra- 
pLen erhält man aus den Gleichungen 15) die Gleichuugen 



65) 



itang a = 
taug J^ 



sin «' 


cos 


rf-.+.sin 


fi 


si 


A tos 


^• 


cos b' 





rf-H-sin 

sin <r-»- 


" 


li 


siny) 


9 



sin Tt" c 



Da nun diese Gleichungen aas den Gleichungen 28) hervor- 
gelien, wenn man für a, S, a', J', n respective 3, tj', a, S, — Tt" 
setzt, so ist es sehr leicht, alle zur AuDösung der gcgennürtigen 
Aufgabe dieoeoden Formeln aus den im vorigen Paragra|jhen ent< 
vickeltnn Formeln durch einfache Substitutionen herzuleiten. Auf 
diese Weise erhält mau aus 31) 




n U- 



«') 



s (J- 



'■)' 



cos ^ + sin li cos if 



ta«g ii'^" 



CO. «J-«-) 
ach diesen Torni 
Hülfawiakeln erleichti 




SvV 



Auf 39) erhält man 



I • 



■ t 



NnA 37) kt 

Q €00 a €08 ii 

Q fiD a eonJ. 



■■ '. ',. : 



l- 



I 

H 
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I 
§ 

I 
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+ 

'S? 

o 
•I 

+ 
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M 

s 

I 



a 

+ 

m 

S. 

D 



•J 



V .■ . 



■(■ 



• • 4* 



— ^ 



■ ..-A 






(jf eos af cos ^•t-'' «os ^ coi y, 

:q' sin O' €08 ^ + ^-«111 ^ C08 y, 

^' Sil i'+t sin 9$ 



oder 



Ul 



9« 



-V COB a cOB (f=:cos a' cos iT+Eiti n' cos J cos g>, 

■^ siQ OS cos cf^ sin a' cos <r-|-Biii ji' sid ji cos y, 

-^- aiD <}^BiD ^ + Biii n' sin ip 
ierons erhellet, daas 

cos a mit cos o' cos J'+bid ji' cob ^ cos y, 

^sin a mit sin o* cos d' + sin ir' sin ^ cos 91, 
sin cf, nnd also such taog; if, mit sio c^ + sin tt" sin 91 

ierzeit einerlei Vorzeicben hat. Also eadigt sich a im ersteot 
'eiten, dritteo oder vierten Quadraoteo, jenschdem vod den bei- 
n Gröasen 

cos a' cos d'H-sin tt" cos ^ cos 9, 
sin a' coH (J' + HJo Ji' ata j4 cos y 
eerate positiv und die zweite positiv, die erste neo^ativ und die 
reite positiv, die erste negativ und die zweite negativ, die erste 
iBiliv und die zweite neg^uliv ist, wodurch sich auT ganz ähnliche 
rt wie im vorigen Paragraphen immer leicht mit völliger Sicher- 
lil beurlheileo lässt, wie mun u zu nehmen hat. ^ 

Aus 55) und 56) ergiebt sich 



70)«'-« = 



1 1" 






*• 


2sia r 
sin 3(^-a') 


** 


3sin 1" 
sin h{A — ■t') 


4sin 1" 


^' 


sin 2(C-,r) 


f' 


2sin r 

sm3(C-<r) 


(** 


3sin l" 
8in4{£-~d^) 


4sin 1" 




sin T^ Bin if 




Di^ » ebeD «ntwickelten AuBdrücke von o' — a und 9 — i 
ietten voraus, dass die nitsoluten Werthe dieser Differenzen du 
vierteo Tbeil der halben Peripherie nicht überstei^eo. und daaa il 
abBiilut«D Werthe von k cos {A — o*) nnd fi> cOs (^ — <^) kleiaer 
sIs die Kinheit aind. 

Aus 03) erhält man 



74) 



; cot )j = cot y GOB i-d^ 



sin (tj — 




«iL. \.»ü . \o—o = -^ Bin (fj— ,^). ,,, 

- ^n'nllen TorbergehendcD Formeln Ifsnu man, Wie fftr Mi'V 
nissen, fiir if näherungHtvcise n setzen. Wollte mau sich V 
aber nicht gestalten, bo würde man sieb auf fulgendc Art ztt f 
halten baheo. 

Nacii IS) ist im vorliegendcD Falle, nie man leicht findet, 

76) g' = r» ■ 

«der, wenn « 



»-l-2re'jsi 
77) cot a= 
78)e'=r' + e' 




<P sin y -4- COB (F COS f COB {A — 
:COt & COS {A — u') 



s(^-g) 



adratischen Gleichung mau aus den gegebegn 
die Grösse 9', und daraus mittelst der Foriul 

sin JT-^-^ 

e 

bestimmen miisste. Weil 

^ = r cosec n, g'=r GO»ec n' 
die Gleichung 79) «uch auf die Fori 

2siii (T cos (y — o) , 



i 



fwm^ 



) COgCC 7l"-t- -: : ~ COSCC 7t'=C0t Jl' 

fen, und mitteUt dieaer Gleicbung aus x, u', & uumittelbar ^ 



«.5. 

I mau an iwei BeobacfatungsorteD , deren {^eograpliiscbe 
_^ I als genau bekanDt aussen ommeD werden kunneo, tu 

inerlei Zeitmomcnt ') dnrch Beobaulituagdn die scbeiabnren Bcc^ . 
lacensionea uud DecliaatioDeD a', 6' und a',, ij*, eines Wcitköf J j 
ers bestimmt bat; s» ist, wenn a, <f, ^ die dem in Red«^ 
lebenden Zeitmoment entaprecliende wahre Rectiiscension , Dccli^ 
ation nnd Entrernung dieses lVeltk(ir]ters vum Mittd|iunkte der 
ird« bezeichnen und Jl, 9>, r, 9' uäd ^4 ,, g)^, r,, ß', für beide Be- 
bacbtungsorte gleiche Bedeutung; haben, nach 3Tj 





)■ c.i «■ 


... 5*^9 


c.a 


« cos 


^-r cos .i c 


8 y, 




81> 


C' .i. „■ 

, CO. «', 


...<• = ? 
.i. J' = s 


1° 


J-r 


3 — r sin ^ c 
sin SP 


V^ 








<J~r, coa ^, 


cos gc, 




») c 


. .i. («'. 


...<■,=? 


li. 


tt cos 


(J — r, sin J*, 


cos g>, 




( 


«■. 


,i. J'.=S 


.in 


d-r 


, sin y,. 






b SnbtractioD 
^eidiuDgen 

ym ^ CO. f 


erhält mi. 


... 


diescD 


Gleichungen anf der St 


lle 


— e', cos «' 


<^ 


S (f, 


'1 

i 


".in 


a^ CO. f 


-ß'. Ein o- 


CO! rf-, = 


= *■, sin ^, Cd 


fi'; 












-r si 


-.4 "cna 


IUI 

8». 




e 


■ .in (!'_?' 


si 


B S',= 


^r. Bin 5P,-/- 


sin y; 




relcle mio blo» .och die beide. 
ath.lleD. AuB de. beide, erste 
■telst gewbb.licher algebraisch 


unbekannten Grössen 
a dieser Gleichungea 
r EliininutioD 


e' und e'. 

erb alt man 


R 1 


rf — Cl. 


sin M, — c'i 


CO 


s ty, - 


r sin {-*-«',) c 


2£_£, 




h 


»■ — Ü. 


sin W, -«•) 


»(« 


V,- 


.in M-«') cos 


-?. 


■' 



die letate der drei obigen Gleicbungen, nämlicb die Gleichung' 



. .... die Längen, wenigstens die Langen- 

reni derl)eiden Beobachtungsone kennL 




MO 



84)5', 



kiiDD dann als PrjifuDgsg-leichuDg benulzt wertlcD. 

Ans q' und ^', erhält mnn n' und sr', für die beiden Beobach- 
tuDgsorte mittelst der Formela 



85)M.«' = ^,, 



I 7t',=-, 



UDil kaoa dnno « und d roitlelst der aus dem vorigen Parigra^u 
beliBDiiteu Formeln bereditico, worauf dann ferner zur BerecliniiK|F 
von g die Gleicliungen Sl) und S2) Weice genug durbieten. Ibe 
leichteste BcretknuDg sclieinen jedocli die leiclit aua den beida 
erateD der Gleicliuogen 81) und 83) llieascuden Furraelu 

-oil .l(j«. 1 



.mU-"-)t 


S If 


.in«,-»-, 


cos 7, 



10 gentntteD. Zur E 
obacbtungEorte liut u 



, für die beiden Be- 



" ( J. - 



■.) ' 



llnn siebt liieraus, wie mau aus g'leicbzeitij^en BestinnDoni 
der scheinbareu Rectusccneiüncn und lleclioationeii eines WeltJiK* 
pers an zwei Beobacbtuiigsurten , deren geograpbisdie Poaitioiä 
als bekannt vorausgesplzt werden, die dem in Rede stob epd»| Zdt- 
punkta entsprecLcnfle Enifernuni^ des Weltkörpers vom Mittelpunkt* 
der Erde bestimmen kiirin, und in der TbHt ist das vorbergeheudi 
Verfahren die allgemeinste Metbude zur Uesiimmung der Botfu- 
DUngeo der WeltkÖrper von der Erde, 



Höhe 



I finde 






utb I 



Autlögun^. flrösserer Bestimm theit wegen Wallen wir aniid' 
men, dass der Bcubucbtungsurt in der nördlichen Hälfte der Erd- 
oberßäcbe liegen soll. Die Azlmutbe z'nLIen wir van Süden 
nach Westen und nnclj Osten bin von bis 1S0°, nnd nthma 
westliche Azimulbe positiv, iisUicIie Azimutbedtigeirfn negativ. 
Polböhe des Benbaclilungsorts bpioicbnen win-durcb tp'. Die Ebf 
nen der xy und x'i/ siiid die Kbencn des wubren und scbeinbarea 
HoriiODts. die tibene der X V ist die Ebene des Aequutors. D(V 
positive Tbeil der Axe der a: soll von dem Mittelpunkte der Erile 
nach Osten, der positive Tbeil der Axe der i/ vom Mittelpuohie 
der Erde nach Knrden, der piisiiive Tbeil der Axe der s vom iUii- 
felpunkte der »de itacb dem Zenilb des Ueobarhiujigsorts hin He- 
rleitet sein. Nimmt mun uun^ lilcs vurau^gesetzt, alle in ^.i.?'-- 



nachten VorjB^ünettangtni yie et veritsttet i9t> als ^rföllj; an; so 

ist offeDbar ' •■ :.*.,- \ «•• /• ^^ 

• - ' .■> 

, ^ 1 sz= 270* — 0) oder X »t p70« — w) — .360», , ^ 
* ;i' =t «70<» — 0/ oder ;i' =i'(2Y0» — w') -^ 360» '; ' ' 

© ras §0» ~ y, ^ ==: 270« ; 

', K ■ ■■■■:•■ ■ 

nad- folglich nach 12)^ wobei man nur zu überlegen hi|t, dass 

sin X:=z — cos lo, cqs ^=?:. — sin o/, tang ^ = cot a>; 
sin X'=f-^ces co^ eos a.^=s — e&i~V, tanj^ l'sscot iif 

iWf I 11-' •■ ■ * M ..*..; ,• ■ ., .. 

I. ;.'. / cos if 0M;jl<4^«an TS.ain (e»«rr:a^lV "r.'-V !*.' 
cot fj/'=, r T 2^ *^, 
sin Ol cos Ä 
• ,, V Sin wjsm «— am ts cos (9-H-<l.^i-{- vi ■• . 
D sia 0) cos ^ ^ 

■ ■'■'•-■' . • , 

oder, ^e hieraus leicbt fe%t, >: ' ' ' 

V I f sin fti cos h X . .is, . 

fiQ\ I "T 008 w tos ii r+- »ia » sin (9> — ^T 

I "' ^ cos »'|«in i— 'iJn.jr Vtf^ f^-^— >TI{ '- ' ' i' 

[ ^ "" £os «» «OS i'Ä +:sia Ä si" (y — 9')' - , ' ' 

Weil nun 



: .-.• .'/: \r.\\ 



«in cki|cos ctf ^s >^ + sin tt sin (99 — 9')} — sin 10 cos co cos A 

; ' - • ' j ■ 

\ ■ . . . 

cos ctf}cos ctf cos A + sin n sin (9) — 9')} + «16 «asiki 10 coi A 

r^ . , sscos. >(-fKsia n cos (tf sin.^^—rV) ^ 

■• ;• ^-■' ■ .'■.,'.-'.... ■..■•* ;..'."■" ■*■ ''^ ■ -"^f 

ist, so ist } wie man leicl^t findet, wenn man diese Gleichungen 
d»rch ::i 

COB u COS ^ + sin it sin (jp — f") 

memk ■'•"■ .'■■ :r'^'> ■ ■■.•■ 

' ' 'tili a -i- cds w tanff w' = — = a^ . .;» ^ L^» Z» «i^ V 

'^ COS 0) cos A + sin n sin V9 — 5p i 

. . , cos A + sin n cos 01 sin («> — ^). 

COS Ctf + sin (o taofl: ctr=. ' — = — 7 : TiTYZ — 1?\« 

^ o eos 0) CO« A + sm 71 sin (9 — 9 ) 

I. . Vv sin TT sin w cos «' sin (op — a>') 
sin (w — 0^0 = V ^ r— — ^^-rr> 
^ ' cos (ü cos A+sin n sin (y — 9)) 
- ■ .. cos (ü'lcos A-i-sin n cos/ o) sin (op — (f>')\ 
cos (w — w') = '' ^ -^ : -■ — ? — ^I^ — ^5 
• ^ ' cos ü) cos A-f-sui TT sin (9 — <f>) 

Mglich, wegen der zweiten der Gleichungen 89) 



^ \ 



a (w — w^ ^ 



A~t 



n ji cos (y - » ) » 



»»MofT-y-) 



und bieraoa durch Division 

92) trag (tu— «')=- 



9 (91 — y') 

■in n sin o siy W — y') 



1 

tSDg A; 



(y— 9')' 
leicbt findet, 



Nach den Gleichungen 89) ist ferner, wie 

Verbindet man diese Gleichuna^ mit der ersten der Gleichung» 
91) durch Addition und Suhtraction, so erhält man 



sin u'+siu (w — [u')=-r — ■ _ ■ - 
A — 



■in ft/ — ün (w — w')^ 

und folglich 

(cos (tu' — »=^ 
94) { 



^^ >in «. taug *, 

n (y — »') 



^ Bin (« ,«) ^jjj ^ 
also durch Division 

95) tang(«)'-i<ü) = ^ 
Anch hat man nach 94) 



A-4-.fiin n sin {f — if') 
A — sin » eoa (9» — 9) 



i (9 — »') 

n sin {y — y') 



cu lang A'; 

» tang //, 
» lang /', 



I B tos ia et» A-f-. 



in « CO» (y— .T*) 



ftaug ^ = - 






B (y — y') 



Alle diese Formeln suf ähnliche Weise nie die analogen Formdii 
■D f. 3. durch Einführung zweier HillfswiDkel zur logarithmisclieti 
Beclinnng heqnem eiuzurichlen, hat uicht die mindeste Schwie- 
rigkeit. 

Auch ergiebt sich aus 94) leicht 



o 



I l 



ich 9) ist nan 
qf sin CO' cos A': 

^' cos (H' COS. A^ 

if sin ^: 






■•• f. 



•'■ :i 



1.. 

ir 

8 



,{.'., rr 'A .."'1 '.!.;. 



..j ^<r> :::•: . ..<•• ■■rt -i-- 



f. 



+ 

I 



..■■•.;ri. ■ 



r 



o 



8 



s 



• "1- 

■' \ 



I 

OB 

5* 
I 



OB 

% 



0» 



I 

Q» 

D 

o 

o 
w 

I 



_ -s 



S'.- i'.- .■ 



'.>ii •■• 



* . ■ • ' 



ii' .'.•»• ' '.•.'•1 ;» ;.:; 



q sin CO cos A, 

:^ COS ü> cos h + r sin (sp — J^Oi 

:(; sin A — r cos (SP— y*) 



\ 



•^ sin w^ eoi ^'ssin co eins A, ^ 
-^ cosA»' COS A'scos 4U fps ^ + sin n sin (9 — g»'), 
•^ sio A'ssin ^-rsin ;r cos (9-^9>0* 

• / 



Also hat immer. sin to' mit sin oiJ cos o»' mit 

/ ■ ■ ^ 

' cos CO cos A-f*s{ii';r sin (9 — vOt 

und sin A'» folglich auch tang A^^i mit 

sin A — sin ar cos (9 — ^pO 

gleiches Vorzeichen. Daher muaivmeii in dem obigen Ausdroc 
von tang Af das obere Zeichen n^fmen, und folglich 



•J ■ 

■• ii 



I .. 



>< • 



t ^^ ,. 



i 



-^ 



»■» 



... I 



'. » .; I 



N*. :. 



A ;. 



• .; I 



\ ■ 
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3 

ff 

li 
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'i!» . 



... ' 



.\f}ii-;,-,:>) j'.til 



-Ox 



+ 

•?-'•• -f^ 

9 



I 



o 



( • ' 



►; 



ti. "N ';•; in^ -f i 






- i 



»»»i O-il/: 



OB 



■ t i» 



^^ • /••■ ; 



t 

« 

+ 



o 

OB 



>. -W.- r.-. 



! 



r- I 



P 






8. 



8 

M 



I 



■Ji.. 



hW^ 



;<* 



>|M> 









•Htl».» 



■ / 

A 



(.■ . ' 






.1 .11 1 ■: =.'.1: •■{ f! I. .,"T U-Mj'-i<»l 

..' ;'v ^ • \'\\i) ^Ä.^ VAU 



r »I 



,r!T-. 



l '^(^\ 



etrachtet man die Erde ah eine Kng^l, so ist. jp = )/^ und 
en oBigen fileicbnfi^en ergiebt sich 'tiaber unter. fieselrTor- 
zung auf der Stelle oi'bäitf, iio daastfso^ trenn man änf'die 
ttnn|^ der Erde keine Rücksiebt nimmt, jederzeit das wabre 
chembare Azimutb eibabder ffleiöii sind«' Ferner erbä 



m obigen Fprmeln für die spbäj^iscbe Erde leicbt 



erbält 



-...,1 ■•»• 



- A . %\* 



««^.'^'^^.^^r-^ 



'i 



• • > 7 ■.- • ■•; • ■■' 



09) taag h': 



_ ifain j(A-^)c 



and folglich 



100) tang >l'i=lBiig Ä — ^ 

101) taug / — lang ^'=:' 

-1-tang h tang ^' = l-|-l8ng /' 

l + tang h tang A*^ 



102) «.g (/,-//)= ,_.,; „.h T 

Aus der Gleichung 101) folgt auch anf der Stelle 

103) »D (Ä — ^') = sin V coB k 

oder 

(in (4—*) 

^^ — TT— ^ = Bin «. 



co«*'+Mn (A— JT) _l+w 



oder 



n(A— *■) — 1 — si 
1 (00' — i') + gjn {h — h') 1 + cos (ao° - 



ain (BO" — K) — «in (A — A') 1 — coa (90" ■ 
folglich nach bekaDOten FormelD 

104) tang (45°+JÄ — A') = taiig (45"— jÄ) cot (45- 
oder 
105) tang (45» + 4Ä — Ä') = tang (45" — ^>{) tang (45- 

i„ ,BiB svf filiqiter, die in Be^ug auf sio % to.i dqi!:f|;tt|j 
Bling,,ifii(4» isjt ^ach 103) für die «pbäriscbe Erde 



;,10Ö) tang (A— /<') = wn TT gos A 



107) A — Ä' = « CQ8 Ä, A' — A = — jr COB A» 

welche Formeln bekandtlStaB in der praktischen Astreooij 
häufig gebraucht werden. 
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üeberlegt nan, daas die Formeln $9) aus deo t'ormein 2 
bähen werden, nenn man in letzteren für 



regpective 

ü>, A, w', A; n, p, 90" + (¥ — »') 
setzt, BD ergiebt eich aus 45) auf der Stelle 




114) Ä — // = - 



HD Jf in Secnnden uiflgedrUckt ist: 
\V&) k — h' = n coB A-f-^w» flin aA.sin 1* ' 

— iw* Bio «.(sin l")» 



. 5-7. . 

Avfgabe. Ans dem schetDliaren AziiDnth nad der I 
aclieinbaren Höhe ck', A' das wahre Azimuth and dilJ 
wahre Höhe u, / zu findeo. 

Auflöson^, Auf ganz ähnliche Art wie im vorigen Port 
[ihen erhält mua aus 15) die Formeln 



118) [ ' . 

ftavf Ers- 
ten aich leicht 

ItBDg (1) = — 



sin (y — »•) 



117) 



ItAtfg h-r. 



n Ti" sin (^ — i^y 



n (» — »') 

ergiebt. Da diese GleichuDgen aus den GleicbungeB SO) bh 
gehen, wenn man in den lelzEereii fdc _^ 

m, fi, tu', h\ K, 9>, gi" 
reapeclive 

w', A', «, Ä, ; — ?*', g>, y' 

setzt, so ikt es leicht, die der jelzigen Aufgebe entsprechenden Fai 
mein aas den im vorigen Paragraphea entwickelten Formeln l"^ 
miltelbar abzuleilen. 

Ans 91) eHhält man anf diese Weise 







iin «' sin m'.sjn {'p~<f"i jj^_,j ,,,l • 



liA+.i 



s (y — »') 
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und ans 92) erg^ebt sich 

--rt\ ^ / f\ s>n tC sin «' sin (a> — a>') 
119) tanir (w — cö') = ^ : — ^3 ,, ■ .^ — ;r. 

-^ O ^ -^ cos A — Sm TT cos 6) Sin (^ — ff) 

Ferner erhält man aus 95) 

120) tang (a>-^icüO = ^^3 ^.^^.„ ^ ^.^ (^.^^.j tang ^c«', 

und aus 96) ergiebt sich 

, coff (a> — ^') sin A'-f-sin li cos (y — y*) 

^ cos ^«' ' cos Ä' — sin i^ sin (y — y')* 



121) 



, sin ((tf — ^*) sin A* + sin fC cos (y — y') 

^ sin ia>' ' cos A'+sin fC sin (y— y')* 



Zn bemerken hat man auch» dass immer sin ai mit sin co', 
cos o) mit 

cos cd' cos ä' — sin n^ sin (y — y'), 

and sin h^ also auch tang h^ mit 

sin ^-f-sin iif cos (y — y') 

jfleiches Vorzeichen hat. 
Aus 97) ergiebt sich 
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Für die sphärische Erde ist nach 98) 

123)t8ngÄ = j5j^ , 



oder 



124) tang ^ = -— p ^ 



oder auch 



125) tang Ä = taiig ^-f-j^. 



I • 



V 



imr 



ner ist uacli 102) 

126) tBDff {A — A') = 
. nach 104) 



"l-f-siii ji* sin A'' 
17) taag (45'' + 4Ä'T-^) = taiig (45"— 1>«') cot (45» 



8) tang (45° + ^*— Ä) = ting (45»— ^Ä') taug (45°+^^'^' 
Nacb 106) ist DähcrungswciBe für die sphärische Erde 

1-29) lang (ä — A') = Bin w' cos A", 
r nacb 107) 

130) /* — // = jt' cos //, Ä' — Ä = ~w' cos /'. 
■ die sitbäroidiBchc Erde ist pach lOS) 




31) 



1 tong Ä = '- 



. (. 



ä I 



rs^r^ + «"{!P-!flj 



I ton j A = -j- — r 1 tanff Ä' H — 
h 109) ist 



Dacl 



133) /! — * = - 



/*' 


sin aß~Ä-) 




2sm l" 




sin 3K-Ä') 




3aiii 1" 


/** 


sin 4(;-A-) 



4sin 1" 


sin n" CO 


sCv—p') 



und Z Btittelat der Formel 



135) cot :=- 



I ' jt"-"') '""* (SP"?') 



itimmt werdeo muss. 
Aus 113) ergicbt sich 

(Cot 1] = — coB tu' lang {55 — <p'), 



- COB {<p — ja'). 



Für die aplinriscbe Erde ist nach 114) 
137) Ä — Ä' = "■"'"'" *' 



b(-/| .^n,<^■^^^. 




oder, weDB n* id Secunden Biitgedriickt ist, 

138) Ä — Ä' = ji' cos <S'— Jir'» siD 2// . sin 1" 

— \3i" cOB 3Ä'.(sin 1")» 

+ ^H"-«ill W.(Bill 1")* 



Dqss man in ollen vorliergelicDdeD Formeln für Ji' oäberangswtw 
7t sclireiben kann, ist aus §. 2. bekaont. Wollte man sich die 
aber nicht gestatten, so würde man sich auf folgende Art zuj 
halten haben. i 

Nach 18) ist im vorliegenden Falle, wie man leicht findl 



139) e^=r 
oder, wenn mu 



t-Wh 



. ()>- 



Bleu die 
rt zu w 



i' COS /i' sin (y — 9/)] 



140) cot a=:cos Ol' cot Ä' 

141) e« = r» -H e" -h 2re' ^'" ^' ""^^^^ 

a>- sin A' M» (c-y + y") 



mittelst welcber quadratischen Gleichung 
telat der Formel 



and darans 



I 



' bestimmen müsste. Aucb ist, wie 1 
'ie in $. 4. findet, 

,,_. „ , 2sin A' sin (o— tf-i 
143) cosec 3r"-|--- ■ —-- -■ 



i leicbl auf äbnlicbe Ar 



- cosec jr'^cöt n 



mittelst welcher Gleichung n' tmmiltelbar gefunden werden kts». 




Aufgabe. Aus der wahren Länge und Breite jl, i^ '!'<' 
einbare Lunge und Breite V, (t zu finden. 
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f AuflnsuDfi^. Die Ebenen der wy and X^Y seien respectivc 

die Ebene der £kli|itik und die Ebene des Aequators. Die mit ein- 
ander zusammen fnll enden positiven TheÜe der Axen der x und X 

. seien von dem Mittelpnnkte der Erde nach dem Anfangspunkte des 
. Widders oder dem rruhlingspunkte bin gericbtet. Die positiven 
Theile der Axen der y und f g-eheo vom Mittelpunkte der Erde 
reepective durcli den nednzigsten Grad der Längen und den neun- 
zigsten Grad der Rectascenaiunen. Die positiven Tbeile der Aien 
der % und Z sind vom Mittelpunkte der Erde respective nach dem 
!Nbrdpole der Ekliptik und dem Nordpole des Aequators bin gerich- 
tet. Dies Torausgesetzt ist, wenn c die Schiefe der Ekliptik be- 
zeichnet, und A und «p ganz dieselbe Bedeutung haben wie in %. 3-, 
nach 12) offenbar 



tV = 



144) ( 



sini c 


5 y« — sin 7i(sin f 


ain vH-cos 


•in A m „) 


cos n 




» » eo. J . 


.in Ä m »)| 



( tang /S' = 

Bezeichnen wir die Coordinaten des Beobachtungsorta in Be- 
xng auf die Systeme der a:y% und X FZ jetzt durcL a?,, yn a, 
und X,, Vi, Z,, dessen polare Coordinaten in Bezog auf das 
System der ^ya durch L, B, r\ so ist, weil A, gi, »-offenbar 
Beine polaren Coordinaten in Bezug auf das System der A yZ 
sind ') : 

ia:^ =r cos L cos B^ 
145)|y, =r sin L coa B, 



|X.=r coB^cosy, 
Uft)| r,^r Bin A cos gi, 
\2ii=r sin 9. 
Nach der Lebre von der Verwandlnng der Coordinaten ist aber 

y,=:r, cose-i-Z, 008(90"-*), 
s,= r, cos (90» + t)-J-Z, cos e; 



y, = r, coa « -+- Z, Bin *, 
»1 = — F, sin e-t-Z| cos I 



^flo nach 145) und 146) 



i den BeohachtUDgsort auf 



!coB Z> coa £r:^coB A cos f. 
sin £ coa Zf^aip < sin 90 H 
sin B = coa e sin 9 - 
^Ud folglich nach 144) 



[ lang JS' = cosAcoM-si""""'^«»«* ' 

wobei wir bemerken, dass X und A eigentlich bloss als EWei so, 
ilass den drei ClleicbuDc;en 147) genügt wird, zu beatinunende üülfs- 
winlcel tn betrachten Bind, 

Aus den Gleichungen 147) erhält man auf der Stdie 

( sin *-t-r os t sin A cot f 

149) r-B '■^ — ». j ... ,. — • 

' sin B^tiu 9)(co8 c — sin c sin A cot ^); 
und Tolglich, wenn mau den Hülfswinkcl w mittelst der Fornel 

150) tang «i = sin A cot y 
berechnet, 

° cus ,1 ous «- cot »' 

^■^^^sin^co.(, + ^)^ 

oder, weil 

cos «■ cot y^- . ' ■ j 



l'"e i = S^ '"(•+")■ 



151) 

(. in « = ;-=^ «.(. + «); 

mittelHt welcher Formeln /^ uad B leicht berechnetwerden ki>ut]en. 
Nach 147) ist 

icos L cos ^ = cos A cos 9, 
sin L cm B^ ^^V "'" ^* "*" ^^' 
sin Ä = ~-|; cos (e-h«-); 

und da X und B so bestimmt werden müssen, dass diesen drc! 
Gleichungen zugleich ffeniigt wird, so muss mau, iodem man den 
absoluten Wertii von B, was uifenbar verstattet ist, nicht itroastr 
als ^n uimmt, mittelst der ersten der beideo Formeln 1d1) (li<^ 
^ Grösse £ immer so bestimmen, dass 



Dd 
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COS L mit cos A 

- * 

sin L mit ■ 

cos te^ 



leiches Vorzeichen erhält. / 

Die Gleichiro^en 148) gehen aus den Gleichungen 28) hervor» 
renn man in den letzteren für 

a, <r, a\ 9y TT, A', 9 
espective 

Ä, ft r, /?', jr, Z, Ä 

« 

V 

letzt. Also ist Bach 31) 



153) 



,« ' ^ sin 71 cos B sin ih — Jl) 
tang (Ä — A,0 = ''^ ■- =^-^ ^^ 



cos ß'-^s'm n cos B cos (Z* — jl)' 

t r/i— >L'^ cos jg sin {L^X) 

^ ^ ^ cos /^icos (iL — k} — sin n cos B* 

Nach 35) ist 

154) tanlj li(/i + ^)-:iM=S^f±|&Hrl *-« ^(^-^). 
md nach 36) ist 

itanir ff = "" U(^-t"^ — ^'1 ^ sin /g — sin 7g sin g 
^ ^_ sin ii(L^-^X) ' cos /J-f-sin n cos <Ä' 

>?' — ^Qs j^(£>-f-A) — A*| sin ß — sin n sin B 
tang p _ ^^g ^j^ _ ^^ • cos /9 — sin ti cos /T' 

nch ist zu bemerken, dass 

cos V mit cos X cos /? — sin n cos X cos By 
sin ^' mit sin X cos /? — sin tt sin // cos B^ 

ad sin /^, also auch tang ß\ mit 

sin ß — sin 9r sin B 

leiches Vorzeichen hat. ^ ■ 

Na^h 39) ist 
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o 
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Aas 45) ergiebt sich 



o 

o 

CO 



I 



w 



sin (it — iL') ^ sin ß 



157) 



rt, SID I A AI / Sin p . g^ 

♦.-» ff>_ s'n (/^ — AQ . f. sin « sin B 
*""8 P^ = sin (L_i) (*'"'8 P cos /» ^- 



Nfieh 55) nnd 56) üt 



.« 



*■• 
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N 

V 

158> X — X' ^ ain (Zr — X) . k^ sin 2<I# — A) 

^ sin 1" "^ 2sin 1" 

' ' ^ i» sin SCJt — Z) 



2sin r 
k* sin M/:» — X) 



I" 



4sin r 



und 



159) Ä^Ä'==ail5Jt=i) , A^Vsin2(t^/Q 



jU» sin S(C-/>) 



■^sin 1" 



Ai^ sin HC-ß) 
4sin 1" 



wo 



iAA\ w sin TV cos ^ sin tt sin ^ 

.. ^^>*= cos fi ^ l*= sinC 

ist, und £ mittelst der Formel 

.161) cot t:^^.2iJL^2JIfriM:±M 

bestimmt werden muss. 
Nach M) ist. 

cot 17=: cot B cos {L^X)y * 

W/^=^ sin (,-:«.' 



\ 



Aufgabe. Aas deir schein^baren Län^e und Breite V^ 
f die wafif&ljli'nge und Breite X^ ß^ zu finden. * 

Auflösung'r vGanz anf ähnliche Art; wie in der vorigen Anf- 
giibe erhält man aus 16) 

I. ^_ sin ^' cos jg*-f-sin 7i^(sin g sin y-f-cos i sin vf cos y) 
o "^ cos X' cos /S'-i-sin if coa ^A cos y * 

^ ■ cos il}8in jg*«f»sin Tt'Ccos g sin y-^sjns sin il coSiy)} ; 
9 " "'^ cos X* cos /)* -f- sin ^ cos ^ cos 9 ' 

: Welche Formeln aus 144) hervorgehen, wenn man für 

X, ft X\ /S', jr, 6,-4, 9 
vegpective 



1', (P, X, ß, — re', e, J, 7 
•etiL Alio hat man nach 130) und 151) 

164) tang fo^sia A cot ^ 
üDd 



165) ( 






1 B = - 



CO« (e-)-tp); 



nnd miltelst der ersten dieser beiden Gleichuogen innsB, indera min 
den absoluten Werth von B nicht grosser aia ^if nimmt, Z. aa be- 
stimmt werden, dsss 

coa /.mit cos ji 



gleicbea Torzeichen erhält. 
Nach 153) ist 

itang {V — 1):= — 
tang (i-a) = 
Nach 154) und 155) ist 



sin n" cos B sin (L — i.') 



a CL-i)-Hsin n- c 



167) tang {i(L-i-X') — X\ 
und 






... y +.1. ^ ..; s MS«/. -11 



168)1 



(tang ß = 






. «i-fl 



. f-.inn- . 
■ y-H-in«- . 
. (l- + ,in !■• . 



Auch iBt zu bemerken, das. 

cna l mit cos i.' cos jS* + sin n' cos £i coa £, 
ain jl mit sin il' cos ^-f-sin k' bIu £ cos Jl, 
und sin jP, also ttucli tang ß", mit 

sin jS'-l-ain n' sin A 
ffleiches Vorzeichen bat. 
Nach 1S6) ist 
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157) ist 
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lii' V., 






ui»riif>' 



170) {. 



, . .. a ' . ain (l-rr> , sin/»'- j ■ ^; 

**"« P = sin Ali -i) ^ito^r^s"» + *•"» ^>' 



sin (£» — A) 



' •—•< 



sin' f«' sin Ä " 



*»"8 '^ - sin <t-.r) (**"8 /»'+ . cos i»- 
15S) nnd 159) ist 



:• >.S 



N 



171) r~i=- 



^ Ssiu 1" 

f .In i(Z.-i') 



172) ^'-l! 



■ (;-n . ,-■ liiiaK-if) 



i 



,73) *=- "";;,7" 

ist, und C mittelst der Formel 

ra)™it=^=^ 



bestimmt werden muss. 
Nach 162) ist 



17b) 



cot 5 := cot Ä COS {L — i.'), 

t — >' = "' "'* sin {L — V), 



fC-(f= 



■ d-n- 




DasB man in allen diesen Formeln näberunga weise i 
kann, -wissen wir eus %. 2. Wollte mao sich diese Näberunf; i 
gestalten, so müsste man auf ganz ähnlicbe Art, wie in $. 4. 
§. 7. gezeigt worden ist, verehren, was wir hier der Korae 
gen nicht wiederholen wollen. ' 

|. 10. '■ 

Bezeichnet man durch /> den aus dem Mittelpunkte C 
Erde, durch D' den ous dem Orte gesehenen scheinbaren H 
messer des Weltkörpers W-, so ist offenbar 



und folglicb 




176} e sin B = q' \ 



J 



m-^=-sr. 



cos la c 


.A + « 


n n sm {^ 


-¥) 






1 




siD A- 










1 


siaA- 


sin n CO 


(y — y') 


f^ 


s 


n * sin 


/~CUB 0." 


cos A 




»' 


i 


sb A si 


<f' — CO 


s lu COS A cos y- 


-B 


n n 


i^^-\ 


die Erde 


als eine Ka^el, 


so 


ist 


y = 


<p; oBd 


183) ä 


ff 


sin A' 










sin A-siii 


" 




.sinZ>-_ 


sin A' 







JBetrachtet 
folglich 



1 Ü "2sin i(A-7.) cos 4(A + 7i)' 

Unter der in Rede sleheiideii VoraussetzuDg ist aber nach }. 6, 
auch immer tü^kt', und folglich nach der ersten und zweiten der 
Gleicbung^eo 1S*2) auch 



>s»).-nrg-=5 



Endlich hat man, wenn die in $. S. gehrauchten Zeichen aaeh 
jetzt noch ihre dortige Bedeutung- hehulten: 



186)^ 



Wegen der Kleinheit von D und /*' kann man i 
gehenden Formeln Däberungsweisc 



M nt^.H^ !*■'•'' .^fi"' )-?■ «"i» ji»* "■^^^^ ,*-V ' 



XLI. 

geometriscbe Behandlung der im Arcbiv 
Mathematik und Physik Th. 111. Heft 1. 
S. 40 vorgelegten geodätischen Aufgabe. 



Herrn Fr. Seydewitz 

.Oberlehrer am Gyiunasium zu Ileiligeiu 



Aufgabe, 
aien (Taf. V. Fi^. 1.) zwei Punkte JU and M, a 
__^ , man soll durch dep Punkt >f/ drei unter ge^eb 
KB Winkeln gegeo einander treneiffte gerade Lini 
WJ, MB, MC, durch den Punkt M, drei ebenfalls unter \ 
fBgebenen Winkeln gcffen einander geneigte gernd» 
minien M^A, M,B, M.C »ü legen, dsss das durch di« i 
)QrcbschuittspuDkte A, B, C der Linien MA und M.A^^ 
MB und M,B, MC und M,C bestimmte Dreieck eini 
tegebeuen Dreiecke ähnlich sei. 






1) Betrachtet man eine jede der Figuren MABCnaA M,ABC 
' iiist für sich nnd unubhängig viin der anderen, z. B. di« 
_ e in der Lage der Figur MA,B,C„ und denkt sich durch 
ünen beliebigen Punkt M, der Linie MA, (oder MB,, MCA mifc 
i,ß, und A,C, bezüglich die Parallelen Jt/,d und M,c gelegt 
rejcbe die Linien ßJB, und MCi bezüglicb in den Punkten 6 uod- 
'^boeiden, so verhält sich: 

\6 : A,B,=MM, : MA,=M,c : A,C„ 

M,b : M,c = A,B, : A^C,. ! 

: ist 

L bM,c = ^B,A^ C^::=l_ BAC. 
o nun lij^A^BiC, oder ABC einem gegebenen Dreiecke ähnlich 
t, BO ist das Verhültnisa der Linien M^S und M,c, und der Wia« 
el Winkel ilU,c gegeben. Es ist aber auch der Puakt jtf, und 
:erade Linie MB, (MC,), welcher der Punkt b angehört, ge- 






indem die Linie MA^ als beliebige, uud der Wiu 
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BjMAi gegeben ist; also ist aucb, ntich einem belcannteii 
theorem, eine gerade Linie c^ als Ort des Punktes c gt 
Dieser Punkt geLört ober aucFiler Linie 3tC, (MBA an, 
durch deo Winkel C,3fA, gegeben ist; also ist dieser 
selbst, und somit sind unter andereu die Winkel ÄtM,6 anii 
und die ilinen gleichen MAB uud MBA gegeben. Dassi^ 
andererseits von den Winkeln M,AB und M^BA. 

2) Demnaeb sind auch die Winkel MAM, und MBM^ 
ben, und, da die Punkte Jf Dod JV,, so sind aacb die KnI 
MAHl, und um MBM^ gegeben. Es sind aber auch die f 
rie -Winkel J/^;B und MBA, folglicb die ibnen zUgeLSri« 
Ken dieser Kreise, und somit auf dem Umfange eines JM 
Punkt S gegeben, in welchem derselbe von der geraden Lin 
geschnitten wird. Also ist die Linie AB der Richtung naa 
Punkte A und B und sonacb aucb der Punkt C gegeben — ■ 
weil der Kreis um MAM.^, auf seinem Umfange der Punkt i 
die Winkel MBS und MtBS gegeben sind, so sind es « 
Kreise um MBS und um M,BS, also ibr Durchscbnitt 
B, die gerade Linie SB u. s. w. 



Konsttaktion. 

II Man gebe den geraden Linien Mb and Me gegetf 
und uen geraden Linien M,!i^ und jVjC, geg-en M-iM^ 
die Neigungen, welche die Linien MB und MC gegen Ik 
die Linien M^B und M^C gegen M^A crbaltea BoHeg 
Punkte M, fälle man auf eine der Linien Mb^ Me, %. B. i 
die Senkrechte M^^^ und construire über jV,j¥ ein dem ge^ 
äbulicbes Dreieck M^ßf, mit RucksicLt aaf die Art, wie « 
kel des orsteren den gegebenen Neigungswinkeln der Linte 
jtfA, ^C entspreclen sollen. Solcher Dreiecke gibt es « 
Seite- von jW.jS eines. Auf M^y errichte man in / die Sei 
)-c, und verbinde den Punkt e, wo letztere die Linie Mc ae 
mit M, durcb M,c; mache endlich ^cM,i = LyM,ß ^ 
binde den Punkt //, den Durchschnitt der Linien /U& u^ 
mit c durch die Linie ic. Sa erhalt mau eia Dreieck M^ 
durch dasselbe Verfahren iu Bezug auf den Punkt ^ und . 
nien Mii,, M,c, ein anderes Dreieck Mli^Ci, welche b« 
gegebenen ähnlich sind. 

3) Die enlsprechendeo Seiten M^b und Mliy, M,c.v^ 
dieser beiden Dreiecke mögen sich bezüglich in den Punkt* 
schneiden. Man beschreibe nun um die drei Dreiecke MJff.l 
MM^O), M6S und M,li,S dre\ Kreise, vr>n denen die beidj 
tera sich zum zwcilcn, Mal im Punkte B schneiden, yeA 
mit B durch die gerade Linie SB, die den Kreis um MSi 
zweiten Mal im Punkte A schneidet, endlich den Punkt O 
durch OA, und den Punkt Q (oder Q,), wo die Seite 6» 
6,c,) den Kreis um MS& {JU,S6i) noch einmal schneidet, i 
Punkte B durch BQ, welche der Linie OA iu C hegegl 
sind die Punkte A, B, C die Durchscbnitle der gesacbten< 

Anmerkung: Du es zwei Dreiecke M^flC und zwei B 
Mb^c^ gibt, so bat die Anfgitbe in Altgemeinen vier Anfi^ 



S8S 



Beweis, 

1) Da L^^Y'^^LM.ßb^R, und Lr^,ß = LcSf.b, kIbo 
nch Lr^xe-=L$M.b, so ist jS^M^cy oo t^MMy al»» verhält 
ich cM, : 6M, =yV, t ßM^, folglich ist A JW.ftc dem A -W,/?y 
nd Bomit dem gegebeneD Dreiecke Sbolicli. Ebeoso ist A ^<(|C, 
ein (|;eE'etjenen abnlicb. 

2) Da nun L äj1/,c = Z. Ä,iMc, = Z. iSif, O. so liegt der 
inikt auf dem Umfange des Kreises um MSJU^^ folgutih ist 

'iJBAC-±~L OäS~L 0M^S = L6M,c=z'!_b^lttel, 
nd 

l,CBA = LÜf>S=LcbM,=Uc,t>,M. 
ilso ist das Dreieck ABC dem gegebenen abnlicb, * 

3) Da einerseits j 

/. jW^, Ä = Z. AiAS, und Z. ^1!/^*= Z. MBS; 
ndererseits 

LM^iaS = i_M^AS, und LM^b^S^ LM^BS; 
. Ist 

i, MM^S — L MbS = Z. MAS— L MBS und 
LM.mS— LM,h,S — LM.AS— uM.BS , d. b. 
LbMM,=LBMA uud LiiyM^M-z^LBM^A. 
4) Da !\MM^bcot::^MAB, l^M.bcco t^ABC, 
, l:^M,m,<x>^,M,AB, l::,Mb,CiOül::,ABV,., 
vcrbäU -sieb : , h .. 

itfjlf, : MA = bM, : ffA = cM, • CA{' 
M^M : M,A = b^M : BAztzc.M : CA; 

MM, : MA = cM, : CA; 
M,M : M,A = c,M : CA. 

er ancb 

LcM,M=L C'AM, und Lc^MM, —L CAM,-, 

1 gl ich 

.\,MM,ccol:^MAC, und A^^Mc, <x> li,M,AC, 
so 

Z_citfJ/, =/. CWJ, und Lc,M,M=L CM.A; 



.<rfl«iMI>(l"triI Jrflkll !1 
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Eäpige ,Säl3e von Sechsecken, welche In o4e) 
ma^ einen Kegelscbaitc beschrieben sip^T 



Ci(C!Tm Dpctor Q. SchlÖmLlc^, ~ 



,■■"■ V , --M' .V _ ^ 

Sei in Taf. V. Fig. 2. ahedef ein Sechseck , deiien SpH 
in der Peripherie eines KegelschniKs lieifen. Jede Hau^tdiagotiBl« 
wie ad theilt dasseihe in x Vierecke aSed und defa, in welch« 
wir die ein.iiider gegeDüberÜBgenden Seilen verlängern, bis sie dii 
Gerade ail in den l^inkten u, und u, schneiden. Verfahren wi 
ebenso mit den übrigen Uauptdiugonalen und den ihnen gegeniih» 
siebenden Seiten, so ent«lclicn im Ganzen 6 solcher DurcliichDitCi 
o,, a„ /*,, ^„ j-,, ^j. Von diesen liegen 3 und 3 in eine 
Geraden, so dnss es zn^ei üolcher Geraden a,9,y, nnd u,ji,r 
giebt, die wir p und q nennen wollen. Nach Pascal'a ÜaU liegei 
ither ancb die. DurchschniltQ der 3 Puur Gegenseilen, nämlich dii 
Punkte J,, S„ J,, in einer Geraden r. Diese 3 Geraden ;*, f 
T acb neiden sich in einem Punkte. 

Der vorstehende Ooppelsatz läsKt sich sehr einfach mit Qiiiri 
der pcrspeclivischen Projekiiun erweisen, indem man die letzten 
in ihrer einfachsten Gestalt nonendet, wie dies in eioein fr'dherej 
Aufsätze von mir (Archiv. Bund I. S. ^8) geschehen ist. 

Alan nehme zuerst die Gerade a,yS, als Polare des Kegelschnitfc 
an. Danü läaat sich derselbe so projiciren, dosa die Projektion eil 
Kreis ist, in welchem die Geraden A Ü und BC, ß£: uaA M 
einander parallel laufen (weil sich die entsjireclienden Geraden Oi 
und 6c, lie und ef auf der Polare schneiden). Kun sogt aber eil 
Satz der Klemeotargeometrie: 

„Zwischen parallelen Sehnen liegen gleiche KreisbogeD' 
und umgekehrt: ,,Sind die Dogen zwischen zwei Sehnei 
gleich, SU laufen die letaleren einander parallel." 
Weil daher in Taf. V. Fig. 3. AD\^BC, BE'^AFs so folg 
darana 



yc AB-=wv. cur, arc -4S = arc EF 



arc CO = arc EF 
ao dnas also CF || DE ist. Der Durchschnitt /, der entspl 



i 
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||l GersdeD cf und de in Taf. V. Fi^. 2. tnosB daber mit auf 
n Polaren a,jj, liec^en. 

Nimmt man ebeusü a,/J, als Polare an, so nird ^onz analog* 
^zeigt, dass nuch /, aiif dieser Geraden liegen musa; und damit 
Bt der erste Tbeil unaerea Satzes bewiesen, doss oämticb sowohl 
\ß^t7^ bIs n,f!,/i eine Gerade bilden. i 

Bb werde jetzt die Gerade S,ä,6,, in welcher die Durchschnitte 
er Gegenseiten liegen, iils Polare aiit^enommen und dcmgemass der 
kegelscLuitl projiiirt. Es entB[incLt~ihm dann in Tuf. V. Fig. 4. 
:ia Kreis mit einem >Sebncnsechsec)c, dessen (iegenseii'en einnuder 
laarweis (laratlel laufen. Auch von diesem muss der obenbenie- 
ene Satz gelten, dass nämlich sowohl it,ß,y^ als a,^,/, in einer 
ieruden liegen. Die gegenseitige Lage dieser beiden Geroden 
st leicht zu ermittelu. Denn man Tiut ^ •^ffy, OJ A ^^^ty 
\C//a,cctLFMa^, endlich ^AIJF co ti.CHD, woraus der Reibe 
lach die Pruportiooen fliesseii: 

^ AH : DH= FH . CH. 

^h Vergleichung der letzteren mit den beiden ersten bat man 
//y, ; Hy^ =J7a, : J7a, 

Hy, : Ha, = Hy^ : IIa, 

MUS folgt, dass«,;', Ha,;-,, also auch die Gerade «,)!,/, ||a,^,;', 
■t, mitbin die glcicbDumigen Geraden in Tuf. V. Fig. 2. sich auf 
er Polare SJ^S, schneiden. D. h. die 3 Geraden u,ß,y^, t^tß.ri ■ 
ind d,6J, schneiden sieb in einem Puukle w. z. b. w. . ' 

Vermöge der , tbeorie des jjuluires r^ciproqnes" leitet man dnf^ 
.US den folgenden Salz ab. 

Nei abctcf ein beliebiges einem Kegelschnitt umscbriebenes 
iecbscck, dessen Seilen a6, 6c, ..u. s.w. der Reihe nach w, ä, e, it, 
, / beissen mögen. Von den Durchschnitten je zweier Gegensei- 
(11 a und iff li und e, c und /* ziehe man Gcruile nach den jedes* 
u-iH^eo beiden übrigen Ecken des Sechsecks; also vom Durchschnitt 
ff'/) nach c und f u. s. f. So entstehen 6 Gerude, diese schnei- 
en sich zu 3 und Z in einem Punkte, so duss es zwei sol^ 
her Punkte », o giebt. ' ^ 

Nach Briunchon'B Satz schneiden sich auch die Z Haujitdiag^i* I 
iflcn des Tungentensechsecks in cinrm Punkte r. Diese j> I 
lukte p, q, T, lieffen in einer Geraden. _l 

Kg in anderer mittelst der Dämlichea Principien leicht zu erwei4^fl 
■Ir Satz isl folgender. '' 

Ejb einem Sehnensi>cbseck verlängere man diejenigen Diagoi 
^ welche von denselben ein Dreieck abschneiden, bis srcb die, 
fänii(ter gegenüberliegenden Diagonalen dieser Art schneiden. 
laD nenne f, den Burcbscbnilt von ///und cc, c, den von ac und 
/; E, den von M und ae. Je zwei dieser Punkte liegen mit einem 

tDurchscbniltc der Gegenseilen J,, J,, (f, in einer Geraden, 
^ebt daher 3 aulcber Gemilen, oämlicli "t^t^d^, e,«ii^]i c-i^i^i- 
25' 



la einem TaDirentcnsecIiBcrk, deasen Seiten *a, £, e, d, t,f 
licissen möt^eD, verLindc man mit cinaoiler die DnrcItscbDitle dn 
Seiten ä, / und c, e, der Seilen c, und (/, /", und der Seilen 
tf, A und e, a. Na eutsteben 3 Gerade t,, t,, e,. Sind tem 
<f,, if,, <f, die 3 Hnupldingounlen de« Sechsecits, so scbneiden sid 
je zwei der Geraden t mit einer der tiiag;unalen diu einem PunkU 



XLIII. 

üeber ausgezeicbnete Sehnen im Kreise, 
durch einen bestimmten Punkt gehen. 






Herrn Doctor Büchner 

Lehrer der Mathematik am Herzoglichen Gymnasium lU HildburghiUKI^ ^ 



Von den Ergchniasen der folgenden Cntersucbung finden »\A 
bin nnd wieder eiuige in geometrischen Werken iingetubrt. itt 
Verfasser kann sich ober nicht erinnern, diese alle, und zugleiHi 
unter einem gemeinsamen Gesichtspunkt vereinigt, vorgefunden » 
haben. Es waren sogar ihm etliche gänzlich neu und dabcr Grunf, 
warum er die Frage in grösserer Ausdchounff der Uutersucbuiig 
unterwarf. Aucli der einlache gewühnlicbe Weg, welchen er W 
schlug, wnrde nicht ohne Ursache gewählt, da andere nicht so 
Antworten auf ein Mal darboten. 

Wenn durch einen beliebig zu wählenden Punkt (;-, J) 

Berade Linie so gelegt werden sull, dass sie einen gegeben 
reis durchschneidet und dass die so entstehende Sehne einen BHt 
gezeichneten Werth erhält, welchen Winkel muss sie mit der Ali' 
sciasenaxe bildend 

lat die Gleichung des gegebenen Kreises vom Mittelpunkli 
genommen: y'+ar'^r', /, ^ Ordinate nnd Absciase des 
külirlich zu bestimmenden Punktes, und nimmt mnn letzteren notl 

zum Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coordinatensysti 

wird aus der ersten Cs'+;')' +(■»+<?)' ^ *■'. I>ie trigononetfi- 
sehe Tangente des Winkels, unter welchem die Sehne die Ab«cit- 
senaxe schneidet, helsse kurz s, so folgt für die Gleichung der i> 
Rede stehenden Geraden; y = sx, wofern /. a kleiner als 90' («t- 
ausgesellt wird. Dann folgt: 

f*.r + r)'+{.r-4-(?J'=r', 



wsmtr 



■ m '^ 

daher 

(3' 4- 1)^' + ■2(v+- -f)^ = r' — J' — rS 

daraus ergelien sich tlie zwei Abscissen der DurcliBchnittspinikte'tlei- 
eiogetegteD Linie mit dem Kreise, oiler •< 

ar-i— SmH : ' 

lomit die zugcliörigcn Ordiuuten; 

V 1 x(-(sy + ^iiV'Hr'-~^-y') (»' + 1) + (gy + <f)M) 

yi— a' + l • ■-!■. 

Die Länge T der Selioe im Kreise ulier wird durcli 



T= V\{y -y)'-K^-.r']'| 

" ^' + 1 

— 2V/ Ir' — (y Cua * — rf äiD s)^J ,'ii ■ 

sich ausdrücken lassen. '* 

Hieraus folgt: 

dT __ \^ia^ + 11 \yä^*-t-i^ - y>)z- — (y' - (P)x - yrf] 
dx Vx-piTT^-j,),: _^, 2j.Ji ^_ (,-= -y=)l 

Setzt mon dieses = 0, so folgt, wofern man die positiven Wertbe 
?0D T beriicksiclitigt: 

1) Ä»-I-1 = 0; a=l/^ 
2) See »»=;0. 
Der Nenner bringt 



Dieser letzte Wertli ist die trigonometriscbe Tangente des Winkels 
»Der von dem Punkte (y, ö) aus nn den Kreis gehenden Iterühren- 
den. Ist aber 

'1) yJs' + (<y" -y>)s» -(>•• - J»)a-yJ = 0, 

u wird dieser Wertb sehr verscbiedene Antworten auf unsere 

> 
Frnge geben, je nacbdem d^y an genommen wurde. Ba sei fiire 

Erste ^>y, «Iso ytJa* -f- (iJ' — y')»' H-(y» — <J')» — J-'J = 0, so 
l«W= .) ,=+1, b, ,=-,, e) ,^t«=WTfc£iEiä!l. 
~lhur letzte Ausdruck bleibt brauchbar so lange : (y' — fI')'>-4/'J* 
Ceber die Art der eminenten Werthe in dieeeii Fällen £ibt: 



H, ' Ceber die 
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1 



ßcscbeid. pur jiss-f-l wird: -^ = 



rf'7'_ (y — J)'; 



^„|»r,*=-l 



ulier: -^ = " "^ L . Ks ergicbt sicli demnacli im ersiai 

Falle wotero: (y — 5)'|^2d» oder wofern /^5(zt: V^-f- 1), « 

«weiten Fiill«, wofern t (y-t-rf)" ^ W' oUer y^ J(=fcV^— IJ iit, 
für ilus olere Zeichen ein Maximum, für das untere Zcicbes do 
ittinimuDi, sobald T positiv ist, wie voruusgeaetzt wurde. 



^a? =*^ - ■ ^ipj^T 

\ i _ |(y'— <P)'-VJ'|« 

:'-■-.!('.■ — 2y<ST 

Hier gibt ea demnach sowohl Maxioia als Alinimu, je uaelidentr, 
iJ, X das Zeicbcn ändert. Der Wcrlh (y» — <J')' — -ly'd' nu 
siels positiv blcibea, ilumit x möglicb wird, 7* wurde pusiliv iwr- 
ausgesetzt, und ea büngC somit das Zeiclieo vun ~!^ btirai *«■ 
denea des ;■, S und x üb. Die Grö«e der lUigezeicImetflo ScW 
wird liicrfiir iiher: 



T=\/\\r^ 






fache Coni 

druck; T=^'l\^i 



[>er allffemeiD 



(, K>. .-äSin .)■] k,., 
nSnliob / oder o positiv oder neKBliv angenonmeu wir^, Jurd 
einen Quadranten unr folgende Formen: 



r=:2K[r' — (±/ Cos 



bJ Siu s)»] 



7= 2V/(r» — (± r Sin « ± * Cos =)»J . 

haben. Ist nnn in Tuf. V. Fig. 5.: FD=.y^ CD=xi 
die unter dem Winkel a=:LFEO durch den Kr«is gel 
Sehne, CM so wie />^ perpendikuliir zu dieser l.ini«, üIik f 
CL puriillel derselben, ho wird: DK^=y Cos 3, />/,= ' " 
■omit AX= C/V=y Co9 s — ^ Sin a, , 

AB ■= 2l/[/-'— (j- Cos a — (J Sia a)'| ^ T. 
- L«fft Bkan-Bber Sehne y^ tinter dem Winkel s=:L 
indem T/Sr^^, CT:=S geriommeo wird, fällt von C 
peadibel CUt auf PQ^ und aieht TU i>urallel hiermit, TW 




r^2y/ [r«— ^^^-g^J. Zieht man^eniDBch AB darch deD ge- 
rebenen Punkt {^, S), 



r Bucli PQ durcli deoselbca parallel mit 
den Kciteo eines im Kreise eeieichneteii Quadrates, so sind dieses 
} g'CwÜDSchten eminenten Sehnen für Fall a) und b). 
Weniger kurz wird die CoDstrnctiön für: 



IVeniger kurz wird i 



fcl-^[(j.»_J^)._>ty.J»] 



öder für c) unter Nr. 4.; ind< 



2y 



lä"- 



=1^ 



£)■-» 



aof die Form: 

« = «.-«±l/U« -«) + !)-((« -«)-!) 
bringt, oder wofern man, und was noch mebr Klarheit über die 
Lage der durch diesen Wcrth bedingten .Sehne verbreitet, fotgcn- 
itcr Betrachtung folgt. Nennt man den Winkel der Geraden, wel- 
che den Mitlelpunkt <jes Krnses und den Punkt (f, S) verbindet, 

mit dem der Abscissenaxe parallelen Radius v, so wird -^^Tgf, 
daher: 



= —Cot 2ffd=l/UCot 2*-) 



Cot" 



)'-!) 



Wäre in Taf.V. Fig.5. nun CE7=iEF, LFCE=LEFC=to, so 
folgte LFED=1to=Ls., somit Tg *=Tg 2w= , _^^^ ^,^. , 
woraus ferner Tg w == — Co t 2» ± l/((Cot 2tp)» -t- 1} sieb ergibt. 
Der obige Werlh von j» lässt sich leicht auf diese Form z uriick- 
fohren, aobald man nur: Cot 2e = ziz\/(tCot 2w)' + 1) seist 
Dann kommt: =t= l^((Cut 2»]^ -f- 1)± Cot 2i(7 = Ji, Da nun w 
ein ganz willkührlicher Winkel istj so gibt die Subalitution: 



bSin 2t0=stg 2» 



Cot 2t'=±l/((Cot2wj»4-l)==b 

^i» f auch alle müglifiba.Giö^en. Ca i^ntfprÄc^t d^^t^di,!, ■,. r..i 

m^ '^\u>^^*'iJ ^^,'. .-_ U-C:,, ■'■ b..<l .'«rjfltf 

■ .< ^-.;<.l^ -b u,.> ..|..mV<1 n»^llia.<.b* 



^ DVs-s >- uU-tr a 



15 5 



n r,' n 



Allgemein, da immer 2t> = ^ 



tir 



■ Tg 2(;1 



=;1. 



bier i 



der eine WcrlL, weiter uoteo aber auch der andere aeioe Vi 
duDg Jtndet. LäsBt aicli mit dieser Sulislitutioa auch die 

gnng: (Cot 2r)'^l, somit: (Cot 2w)'^0, vereiDi^eu, M' 
Lage der Seline immer möglicii. Letztcrea verlangt ab* 
2m'_.90°, und es wird i_a der Ausseo Winkel in einem | 
aciieokligeo Dreieck, ron dessen gleichen Wiukeln jeder 



Tipl 



ra allGB tritt ein, wofern y<^ä geseUl i 
mit (/' — d'y^^iy'ä' verträgt. 



Nimmt man in der Formel . - 



-6^)a — rd = 



■er y>^, so genügt derselben: "^^ 



x = , nebst: 



■ Syd — y '■^ 2y 






= Cot 2(/±l/'[(Cot 2(/)' 



necli den 



ie erslen beiden 
hJ')]. Auf den 



-(y* + *f') 



BetracliiUDgen i 

ist eine 
;d lässt. 
fCß Henkrechte 
Jede andere Meline 



gemachten VorauaaetzungeD. 
Wertbe geben für: T ateis 2r nnd 2K^|f' — 
letzten lusaen sich aber die oben angegehene 
4er in Anwendung bringen. T^iV^i[r'' 
kleinste .Sehne, wje sieb leicbt an Taf. V. 
Ist nämlicb CD=:S, liE:=y, so entspricht 
Linie MX dem eben geuuDDten Wertbe von 

aber, wie PQ hat, wegeo CL*^ EC, wofern CL, perpendiknli 
in QP steht, auch eine grössere Länge als MX. Dieses ist der 
Füll, welcher in manchen Lehrbüchern allein, als eine ausgezeich- 
nete Sehne gehend, aDEetuhrt wird. 

Endlic h b ringt noch für die vorige Gleichung \). c): Y^S, 
Ä=rt\/^T und »z=±l und snmit T=%r. 

Liegt der Funkt'(/, 6) auf der Peripherie des Kreises, oder 

• ist \^iy^+W)^r, folglich -j = », T^=2r, ebenfalli ein be. 
kaanter Fall. 

Die ganze Untersuchung gibt nun unter der Voraussetzung, 
dass l.x^90° ist, im Allgemeinen drei wesentlich verschiedene 
vou deniselheo Punkte durch den Kreis gehende ausgezeichnete Seh- 
nen, abgesehen von der nur unter Umständeu als kleinstes anzu- 
sehenden Berührenden. 

Setzt mnn gleich nnfönglich Z_ s grösser als 90<>, also etwa 
^90° + s' voraus, su kommt für Tnog x nun überall: —Cot «', 
was zwar i). a) und 4), b) nicht, wohl aber 4), c) wesentlicb ändert. 
Wir erhalten im letzten Falle: 



Tang 3' = - 



Jül 



pird jetzt eine Normale, 



Ans 3) der Berührenden 

in mehren Lehrbüchern wieder als einzige ausgezeichnete .Sehni 
j^eführt sich vorfindet. Es ist leicht dieses a uf andere Weise nuf- 
T= V'\[y~Yy -+- (^ — (I)"| folgt nämlich, wenn 
'' " ripbcrie, wie üben, bedeuten, wegen 



t 



dT 
r', also wegen y=/(.r), ^- = 

ivon der Zähler :^0 genommen, die Gleicbu 



l7(5= 



i^y, d) aus BD den Kreis g;ezoo;eiie Noriaale, wie bekanal, «laratelll. 
Wegea J =- f ergibt *icl,: ^/_y<t=0, ^ = ^, ww T^:* 
bringt. j 

J.asBt man ^it^^ISO" werden, an Sndert sich in d<;D aDßinB> 
liuliea Bestimmii Offen (für den ersten Quadranten) Diclits, Wwl 
Jiber fiir ^«:>270'', was alles leicht in UberselieD iat. ^ """ 



-i|. 



XLIV. 



I minderer Beweis fttr die beiden Theoreme in 
»•'* Till. III. Kr. XXXV. 



,%BSiX i(a .^i> ;i«u.; 



Herrn A. Göpel 

tu Beriin. 



(a' -H «,a + 1) (*= + «,3+ 1) (s' +B,3 

gesetzt wird, so ist 

1),.*„ = C« + («-«-f-2). C„_s + (»-« + 4), C 

''"■°' '' _((„_« + 3).+(« — OT + 2),] ^«_6- 

wo C die Summe der Producte za m aus den E 






hl)». 



Da nun ^^ < 
Ausdrucks igt, 
hafteten Giicdi 



. 1) Man liat lektinntlicli 

,3 -(- 1) (3' + a,a + I) (,■4- «„s+ 1) = 

+ «,») (a'-|-H-«,s) (a' + H-«^) = 

C,(s' -Mj-i^ + r,(»' + l)-»s> + -H 6-,^ 

Coeffuient von »™ in dfr Ciitniekelong diu« 

darf man, um ./^ zu lindeti, nur die mit »" b<-, 

der l^otwickcluDg jede.s einzelnen SummandeD 



jenes Auiftrauks aassclieideo. Es entbnltcn alter die auf d;is Glied 
"^(ai» -t- l)-^"»" folgenden Glieder oifeobar nur höhere PoIchw 



F^ 
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■n X als dio mit. Das ErenanntR Gli^d «pIIirU die Potenz C„v«; 
«U Tarbcrgeliende Glied <i,-i(a' -|- 1)-^««-»»"-" eutliält keine 
Potenz *", weil (c» -(- l)"-*^-i our ^erode Poti'nzCri von x ent- 
halt. Das DÜclstvorher^eLende Glied f„_3(a' M- l)'^"'+2v-!' eot- 
liäFt die Potenz (m — >n -|- 3) , C„-.2S™ ; »od so abwerliselad weiter: 
0, (» — MM-4j,Ci,_4»", 0, (» — MH-6),£'^6»'"> 0. l-'olg- 



licli hat u 
^„ = C„ + («- 
' 2) Fßpt man j 



K2), C„- 



h(« 



w + 4),CU^M-. 



i d«r vOTfccgebenen Gleidiung' links die g;Icicti- 
wpit von Her »lUle abstehenden Glieder zu je einem Gliede zusato- 
niRn . dividirt dann beiderseila dgrcb s" und setzt zur Abkür- 
iQDg X + «~' =:^, 80 erliält inao, wenn der Gleicbrörroigkeit 
wegen \ = A„ gesrizt wird, 



J.i*" 



■") -1-^,(1' 






— 12: + «,) U 

Im DUn C„ zu finden, darf 



anstatt v/g, A, .. .,J„ bczieblich i 
dass wenn man den su entstellenden 



-<.-^■l)^-....^-^^l{a 
»-! + «,)....(:« + :»■ 

r den ersten 



' + ««) 



J- 



I dies 



Ausdru 



Ausdrücke 

Behufe setze DiiiD 

Es ist klar 



U) ,..*"+ {a + =-')»/ + (s' + s-s)*' + ....+(»" + a— )K» 
in Bezug auf a; und » entwickele und dann für u", v, . . . n" be- 
liehlich nieder A„, jin—i.,.,A^ einsetzt, die verlungtc Entwicke- 
luDg erbalten werden wird. Die beiden gcometriauben Progressio- 
oen des letzlgeauouten Ausdrucks sind leicbt zu suminireD, nad 
■Dan erbält 






uBgerübrter Addilio 



5 — l« — ST*"" — 'WH-I 



- a— Hjua-H— (fH-i-t-s— "- 



Öer zweite dieser Brucbi 
Potenzen von v als die »t 
:ben Potenzen enibält, so 
Üe höheren Potenzen voi 



tuadn 



^ liebt, 
"(^ au 



den ersten Gli 
[■ ^' - .^ " ^, bis zur «tCQ Potenz 
i^i^e Eatwickelung ist nun 

K\-\-«i,x — ti)-^ 
— u* — u'{a: — u) 
me 



bat in seiner Entwickeluni^ nur böbere 

Da aber der g;nnze Ausdruck keine sol- 

folgt dnss dieser zweite Bruch sich geg'ea 

n von u in der l^ntwickelung' des ersten Bruchs 

nd tlass tilso die verlangte Entwickelung des 
ero der Entwickelung von 
u u einschliesslich besteht. 



.■(^ 



.•(a: 






zusuuimen, 



1 diesem Ausdruoke die (» — in)ten Patenzeu voi 
findet sich duss in den beidcu Reiben die Gliederfl 



«"— "(ij^ — »)*—•" uTitI — »""W+sf^ — . ft)"—™ beziehlicb Ate entea 
siod, welclie eine anlclie Potenz entliulteD, uod dasg der CoefBxienl 
|. ^on af"— " dalier foIg;eDderniossen ausgedruckt itt : 

««-■„ (a _otH-1), «*«-'-+« -|-(«~iw + 2), ««-"-M_. ... 

wo die Puteozen vaii u nur bis zur «t(en eiaichlieaslich farlxt»etKi 
■ind. Setzt mnu endlich für «'^", u"—"-*^, .... beaiehlieh wieder 

j^m, 'im-t-'i ein, so ergiebt sich der CoefTicieot van as*~', 

nämlicb ^mi 

G.= ^.-[(»-» + I), + (,-»,).)-<.-! 

+ [(»-» + 2), + (»-«. + l),M.^-.... 
, ADinerk UDg. Setxt mau .^, ^^, ^ , . . ^^n = 0, waji- 
YeDd Ja = 1 bleibt, ao erhält mBD 

C = l, C,=Q, £■,= — [{« — I), 
C, = K»-2),-f- 



-t-(i.-J).], C.=0, 
(»-3),), C.=0, 



C.=-|(»-3),+(»-4),l, 

fulglich die bekunnte Eottvickeluag' 
•• + =- = *■- [(. _!),+(„- 2),]^.-> 

-H(»-2). + (»-3),]*-'-.... 
oder ^^i cos y geaelzt, wodurcli s = cas y-f-t sio jr wird, 
2cos »s,= (Scoj y)--l(»- l), + (o-2).l (2en> y)-* 

+ K»-2), + (»-3),l (2co. y)— '-.,. 
Welche auch bülte zu Hülfe t;enotnmeii werden köanen, um nnmil- 
telbiir zum erwünscblcD Rcsulliite zu gelangen. 

Zusatz, in den üben bewiesenen beiden Formeln siud dir 
Summen der Producte der Wunelo der einen von den leiden 
Gleichungen 

durch die der andern nusgedrückt. Die Formeln fdr die Pgteiii- 
summen der Wurxelu derselben GleicbungeD sind eben so leicM 
herstellbar und einfach. Bezeichnet nämlich S„ die SuiiiDie der 
witen Potenzen der Wurzeln der ersten Gleicbun)^;, *ti die der zwei' 
(en, fio findet sich: 



*„^*«+OTÄ„- 



(=.««- 



-|-[(™-2}, + (««-3),].„_4- 
Id der ersten inuss dns letzte Glied um die 
den, wenn m gerade isf. 



; vermindert wv*! 




XLV. 

Semerkung über eine von Ivori gefundene 
Eigenschaft convokaler Ellipsoide. 



Herrn Doclor Hüedenkamp 

Oberlehrer aui G^iiioasliim lU Hamm in Wesipha 



Bekanntlicli hat Ivori crefuDilen, das» es niif zweien convoka- 
\ta Klli|isoiden je 2 curre^pondirende Punkte ^cbo. weiche die 
Eigenschaft Laben, dass die von dieseu Punkten mich zweien an- 
deren cnrreBpondireoden f'unkten gcioeenen Rndien immer wieder 
Sleicli sind, [ch will liier zeigen, duss liiese «op;enDnnteD correspon- 
irendeo Punkte die Durchscbnidapunkic der . beiden cunvoknlen 
ÜTperboißide (mit gebrocliener und ununterbroHiener Höhlung) mit 
le'n beiden cunvokulen Ejlipsoiden sind. >Ian kann diesen Salz 



eicbt I 



srflist 1 



Aniilve 



lieHeiten. Der 



;rl(würdige Beziehungen 



. ivot 
'eitfende Beweis deckt i 
1 convokulen Oberflächen zwciler'Ordnunfc nur. 

Bezeiclmen a, 6, c die Quadrate der hiilhen Axcn eines ElHp- 
Kiids und x, y, % die Cuordinnten irgend eines Punktes desselben. 
>gt man durcli den Mittelpunkt des li^llpsoids eine tlbene, die pa- 
ilTel mit der durch (xy&\ gelegten Tangenlen- Ebene ist; sn wer- 
Up die Quadrate der halben Axen dieses Schnittes die wir durch 
'„ r, bezeichnen, durch die Wurzeln der Gleichung 



= 1 



leslimmt. Drückt man die 
bat mnn folgende, für v 

in. Transformation : 



»ordinalen xyx durrh diese Auen ans, 
1 Untersuchungen wichtige, Coordiua- 



(«-/')(« 






'■■)(c- 



r.) 



fgt mnu nun durch den Punkt {xys) die beiden Hyperboloiden 
t gebrochener und uimnlerbrocbener Höhlung, die dem gegebenen 
iMpsoide convokal sind, und nennf man die Quadrate der halben 
kfen derselben a, j,r, und ff^^'i'^-it «' werden dieselben folgender- 
Btisen durch die Axen des .Schnitlcs flasg^ drückt, 



L.inie auf einem dreiaxigeo l^llipsoije, wie ich im 22, Bande d, J. 
f. A. T. u. H. M. S. 188 gezeigt hnbe. 

Denken wir uns ferner ein zweites Elli|jSDid, welches dem er- 
steD coDTokal ist, desseD (tuadrBt«> cl«r linlbeo Aseo durcii a^&aC^ 
Wzeichoet werden sollen, so wird ilKses die jj^cnennteD Byiierho- 
loide in einem Punkte Gcbnciden, dessen Cunrdinaten ^o^o^a OBCb 
(3) ng «lagedilickt'xve^fp: 'i;>'i| 'i -iHi ! '>'.''iHnUt\' i'tkf 



*. a?.»=7 






Die Relationen znischeit den Cuordint 
punkte C^j/%) und (^ay^x^) sind: 



I der beiden Durchschnitts- 



^=Vi.^-m=V^^ 



«■o* — ■»'' + yo* — ff' + * 



a:^&„ — i = e„- 



Denken nir uns jetzt zwei andere, den geliehenen Ellipsuideu coB" 
vokale IlTjierboloiden mit grlirochener und ununterbrochener Höh-i 
lung, die das erste und zweite Glltpsnid in Punklen schneiden, 
deren CoorUinaten durch ußy und UaßaYo hezeiclinet H'erden, so 
liut man ebenso zwischen diesen Cuordinaten die Relationen: 

^=1/5;. &.=i/£, &=i/^i , „;„„,:; 

-iSo' — J*' + n* — ?'" = ffo— « = *o— *==ep— «" 
^SUB erhält man in Verbindung mit den CileicbniiüeB (&); 

1 folglich 

«)' + (yo -«' + (*»-/)* 

= (^-".r-4-(s'-W+{«-y.)'i 
■leicbnog den Ivorischen Satz'aiisdriickt. 

pl?ä'"'l'''"' ' '■ ' ■' ui 1 ■iil 1V^nl■»Plt'_)•'II/. 

tUftiifiiiviiiianun '>uitf ni uulMuo'i 



'nrtliliB .O lojnnfl 







XLVI. 

Mechanische Construction der Lemniscate. ' 

•-■1 Von dem 

Herrn Doctor DaetleDkaiiip 

Oberlehrer am Gymoasium zu Hamm in Wesipbaleu. 



Deakt mau sicli xwei gleicbe Kreise, deren MittelpuDkte C^bii4 
C, und bf;wegt eine Linie gleich der Aac CC^ so, diiss deren End- 
punkte sieb in CDtfcegeuGresetzter Iticlitung in den Peri;iherien der 
beiden Kreise benep:n , bo beacbreibt die Mille der Linie CC die 
FusBpuakteucnrre einer Hyperbel, deren Gleicbnng 

■f MS' V— (^^) «n' ip = e> 

ixt; in welcber r det- Radius der Kreiae, ti Ait Enlhraang der Mil- 
telpunkte und ß ein: Radius der Curve. Macht ribii 

iP = 2r', 
SU wird die Curve eine l.emniscate. Diese lässt sich hieroacb leie&C 
mecbanisch cnastruiren. 



XL VII. 

Allgemeines Theorem für die Verwandlung einer 
Funktion in eine unendliche Reihe. 



Herrn Doctor O. Schlömilcli 



V Die Differenzialrecbnung giebt bekanntlich die Methoden vBr 
onrcb welche mtin eine beliebige Kunktiun fX^) in eine Rei^" 



1 



Mitwickelo kaDD) iJie Dach deo steigenden Potenzen eioer nnilcren 
rillkUhrlicben Funktion }f)(^) forlläuft, so dass d:is Resultat dk 
?aTia hat 

F{a:) = J,-h^M^)-^^M^)-i--^M^)+ 

Hierher gehört begnnders der von Biirmnnn gefundene Snlx *), 
loa welclVeoi sich Kr F{ar) = ^, 7p(x) = jra' folgende Reihe nb- 
eiten lässt: 

l*" =H-Ä.^ + //,(/* — 2/ä)' .—^ 
Diese giebt Bpeziellcr fiir a = 6z=e 

Davon kann man foli^ende elei;nnle Anwendung machen. Man 
multifilizire durchgängig mit tp[a:)tla:, wobei ^[^) eine ganz beli«. 
bige Funktion bedeutet, und intcgrire zwischen den wilTkührlicliiBli^^ 
'kränzen a und i, so wird "* 

ietzen wir jetzt 

fleP'ip{a:)da:=f{p) (3) 

rorin p eine wiilkülirlirhe Constante bedeutet, so giebt eine »ma- 
ige Differenziation noch 'p' 

ider, wenn wir nach geschehener DifTcrenzintion ;^ = » setzen und - 
len Mten Differenzialquotientcn von f{p) mit /"(f) bezeichnen, 

f'<{p = «) ^/ x>'e"'^l{x)dx. 

tfach dieser Formel und der vorhergebenden (3) lassen sich sämnt- 
iche Integrale in (2) austiihren und wir erhalten sogleich den 



]. M. 8. hierüber: Lacroix, Traite du calciil dlfTerentiel bEc. Tome IH. 
, oder: Su|)plcuiento üum math. Wörterb. Art. Bürinahniiche 



r Reihe couvergirt fijr jedea positive a Dnil giebt z, B. Tiir u^l ; 

,.V. iiT^i.^-i^^.^+i.%+\^~+.... (8) 

"3) Ks Bei /(p)=siB np, so hat ninn /*"(p)^ax" sin (ck/fU-iAtf); 



ei das Zeichen vnn Pnnv zu Pnnr tvecbsell. 
Hon erhält goot äholicli für /(^) = coa «p: 



-*-^'f-i 



le Reiben eonversireii nnr, wenn « ein ächter Bruch ist. Nia 
i/(fi)^e''f, so üommt man auf die Gleichung (1) turück. 



b 



-XLVIII. 

inszug aus einem Schreiben von Herrn A. 
Göpel zu Berlin an den Herausgeber. 



Ew. n.s.w. haben in dem Aufentze Tbl. III. Nf.XXIX. ciue 

gante Kigeoscbaft iles Kreises beniesen: duss wenn .,;/,. ./j, 

•*, irgenil vier auf eimioiler fulgi'iido Punkte seiner Penjiherie 

iciiacB, dson für jeden anderu Punkt seiuer l£ he ne immer 



her 



= ^,O'.AJ',^,J.- 



illgemeinern 



So wenig' man auch diese Eigenschaft zu ' 
strebt, so gelangt man doch zu einem Salze, der keineswegs einer 
besondero Kurve, sondern heüehiifen fünf Puokteu A,, A^, A,. 
Af und in einer Ebene zukommt. Mau erhält qänilich jenen 
.^iisilnick 

26' 



A,O^.^J^J,^, 



= CoDBt., 



d. h. DDabbänf^i^ von der l.n^e des Punktes 0. Um dies t*M 
weisen, befolge icli den von Ihnen g;eLrauchten Gang, iodcMl 
nur stutt r bexielilicli r,, r,, r,, r, setze, um der Bcdiii|^iifi, i 
alle 4 Punkte auf oIdbib KreUe liefen, m entgehen. Aaf < 
Art erhält man 



-2«d:-, — 2ij/, = r,« 



MuUiplicirt ma 



BO erhielt sieb, ' 
cliungen: 



. + („. + Ä 
' + («' -4- Ä 

I diese Gleicbun^en beziebtioli mit 

egen der in Ibrer AbbandluDfr bewiesenen | 



l 

L 



(-<) «■i . A-J,y>,^, — «. . A'^.jl,^, +", ■ a^.^i^. 

— ^. .^J,^,^, =0 

y, . AA^A^Jf — y, . AA,A,A, + y, . A-^*-*!^» 

— y. .AiJ.'-J,/», =0 
Bchliesslicb die ßleichuni^ 

(«, ■+?,■)■ AA,A,A. -{^,' + •,,') .\A,A.A, 

+ ('C,' + y,') ■ AA.A.A.-^fa:,' -f-S.') ■ AA,A,A, 

= r," . A^,^.^, — r," . AA^J.A, +r,- . AA.A.A, 

'■"'*' '-V.^AA.A.A,. ■■•■ "" 

Da nun die Ansdrüclce ^,*-1rp,', ^i*+yi'i u< b. w. die Quadritr 
der Abstände der Punkte ^4,, A^, u. s.w. vom AoTangspUnkte Aw 
Coordinaten sind, du ferner dieser letztere, so wie aucli der PuoM 
[a, b) ß;anz willkülirlich sind, so erhellet aus dieser GleichuDg^i* 
Wiibrheit des Behaupteten, fm den Wcrth jener Canslniiten taii- 
den, darf man nur dem Punkte {a, fi) eine solche besondere I.lgl 
gehen, welche den obigen Ausdruck möglicbst vereinfacht. Li^ 
z. B. die vier Punkte im Kreise, so sei (a, f/) der Mittelpunkt du- 
selben; alsdann ist r, =:rj ^r, ^r, und man erbAlt, wegenJ" 
ersten der Gleichuogien {.4), Null als den Werlb der Constonl«. 
womit Ihr Lehrsatz hcwiesen ist. \.\e^Kt\ die vier Punkte nif^' 
im Kreise, so sei (a, tr) x. ti. der Mittelpunkt des durch J, 
^, gebenden Kreises; dann bat inan r^^r^'^sr^ und) 
der ersten Gleichung i-^), 

A,0^ .t^A^A,A^~ 0. s. w. =(»-,»-r.') A-rf.-<r«'.J 

Hier ist offenbar t-,'— r,' gleich der Potenz des Rreiaea A^i 
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1- Being auf den Punkt ^^ oder P(J,j4,A,)Jt, welcLep Adb- 
fack positiv Oller negativ zu nehmen bt, jenuchdeui ^, innerbnlb 
'tt nasaerhelb jenes Kreises liegt, DemDacli hat man allg'emein 
I Werlb jener CoostanteD 

u. s, w. 

Alles Obige gilt natüHicIi aucb noch, wenn man ilie Beschränkung, 
dass A,, Aj, A,. At die Ecken eines convexen Vierecks sein 
sollen, uufliebt; wenn man nur noch bestimmt, dasa diejenigen 
Dreieck sin halte ^A,A,A,. u. s. w., deren Kcken in derselben 
Reibenfulge liegen, als positiv (oder negutiv), die andern aber als 
negativ (oder positiv) in Rechnung gezogen werden sollen. 

Das ünicrnebmen des Herrn Strauch, eine Beispielsammlung 
xur Anwendung des Variiitionsculculs berausxugehen, ist um sv ver> 
dienstlicher, je schwieriger eine solche Arbeit hei der Mangelhaf' 
tigkcit aller Vorarbeiten ist. Es wird daher gewiss Jeder wün- 
schen, ein derartiges Werk in möglichster Vollkommenheit nusge- 
(ubrt zu sehen, tim zu diesem Zwecke mit beizutragen und weil 
der Herr Verrasser selbst zu Bemerkungen Über seine Abhandlung 
anfgetordert hat, trage ich kein Bedenken, llinea einige Betrach- 
tUDgen darüber milzutheilen; zumal da dieselben von so geringem 
Gewichte sind, dass sie nur zu ganz leicbten Abänderungen veran- 
lassen würden, falls Herr Strauch sie tür begründet halten sollte. 
Auf S. 121. wird der (Jnleracbied zwischen der Differential- und 
der Variatinnsrechnung dorin gesetzt, dass die erstere die Wertbe 
der unabhängigen Veränderlichen in andere Wertbe übergehen lägst, 
wühreud die letztere Functionen von Veränderlichen in andere 
Functionen sich verändern lässl. Diese Unterscheidung dürfte 
eben so unbestimmt sein, als es der CnteischieU zwischen Wertben 
und Functionen ist; insofern nämlich im Cnlcul die sogenannten 
speciellen Wertbe eben so gut durch unbestimmte Zeichen (Buch- 
staben) bezeichnet werden, als die Veränderlichen. Der Ausdruck 
der Dnbekaonten einer quadratischen Litteralgleichung ist x. B. ein 
solcher specielter Wertli , insofern die Buchstubencueäicienten der 
Gleichung selbst specielle bestiinmte Wertbe bedeuten; er ist aber 
ancb eine Function jener Coefücienten, insofern letztere jpden be- 
liebigen Werth haben können. Es darf daher jeder gesuchte Werlh 
einer Unbekannten als Function der übrigen in der Aufgabe vor- 
koromeuden Unbestimmten angesehen werden , und dieser Werth 
wird im Allgemeinen nur dadurcb zu einem wirklichen speciellen 
Wertbe, d. h. Ziffernwerthe werden können, dass allen genannten 
Unbestimmten solche specielle Wertbe gegeben werden. Auf der 
andern Seite darf jede gesuchte Function als ein Werth der Un- 
bekannten angesehen werden, weil man unter Werth jeden Aus- 
druck (mug er ein ZilferDwcrib sein oder noch Buchstaben enthal- 
ten) versteht, dessen Substitution an die Stelle der Unbekannten 
den Bedingungen der Aufgabe genügt. Aus diesen Gründen glaube 
' * , dass die erwähnte Unlerscheidung der Differential- von der 
iatioDirecbnang nicht hiulängticb motivirt ist. Dies wird, AUaser 




1 
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au den vom HerrB Verf. gegebeney Beispielea, aucb aocb an tnei 
andern Stelka deiitlicb. Auf Seite 125. wird Damlieli als eiafucli- 
■ter Fall der mitlelBt der VariHlinDareclinuD^ **> Ucliaadelndei) Auf- 
gabe vam Grössten uad Kleipatea die Aufgalie anf!«fülirt: diejenige 
Function y von x zu finden, wek'be den WeriL des Ausdrucks 
/(x, y) für jeden beliebigen Werth des x tu einem Maxiraum 
macbt. Diese Aufgabe lässt sieb aber beknonllich votlständig ver. 
mittelst der Difl'erentialrecbnung lüsen; denn »ie ist nicbt verschie- 
den Viin der Aufgabe, das AliiKiinnm von ^^ir, x) oder wenn man 
will /(3, x) für veräuderlicbe Wertbe von a: 7U linden. Wenn 
duber der Herr Verf. S. 120. nagt, dass er die Probleme der ersten 
Ahtiteilung seines Werkes, die nur auf Urfiiacliniicn fübren, alle 
selbst tusammeosclzen und ansfübren mossie, eo kann man ilin 
hierin nicbt ganz Recbt geben. Es i^ebörcn viclmelir alle in du 
gewöhnlicben Lebrbiicbern der Ditferentialrecbnun^ und in dal 
Sammlanffen für Maximumsaufgaben entbatteucn llet»piele \% telll 
erste Abtüeilung. — Die Cnterscbeidung ^. 125. zwisdien (irifäp 
reu und eeeundären Crösalea nnd Kleinsten muss nach dem Ubini 
fltr umrCBenllich geballen werden. Man wird bald gewahr, du< 
sie nu^ eine EinllVeilung der Aufgaben in solche, die eisen, uftl 
«olcbe, die mebrerc unabhängig \ariuble eDtbollen, bionuKlüufl, Kl 
würde ebenso puaiend sein, sie je nu<:b der Anzahl der IpIiIcmd 
in primäre, secundüre, tertiäre, n. s. w. einiutbeilen. — Die Fiil- 
gen der gerügten Dngenügendlieit der liuterscheidungcn lic^tii 
sieb bis in die Beispiele bin. Wenn in Aufgabe 2. die GleicIiUDii 
y^fx derjenigen Curve gesucht wird, bei welcher der Aue;drucli 

U^y{x-y) + a;{a-x) 
gnwnlil fDr alle Nachbtirwerthe des x, nU auch für alle NacbhBrcnrreii 
von y:=fx ein Maximum wird, und wenn liieriiuf als Resultat 1^=4^ 
erhallen wird, so muss dies geriidesu für unrichtig erklitt werden;, 
denn die Aufs;'»!»» wird durch jede Curve gelost, welche dorcb du 
Punkt {x-=.\a, y^^fit) gebt. Die beiden Gleichungen x—^ssA 
und y -1- <z — 2.Z' ^ Ü, su denen man gelangt, bestimmen in dH 1 
That nur die btiden genannten CourdinateuHerlbe für x bd4 ;f I 

und lassen den DifTercntialquolieatcn -j- vittlig unhestimmr. — E^l 
Gleiches gilt von den folgenden Aufgaben 17. 31. 33. ^ Bei dW 
■er Gelegenheit inuss icb darauf autinerksam machen, ditss eiaigl 
von den Bestimmuugsgleichungcn dieser Aufgaben ubne aUKW 
seheinlicben Grund identische, die andern nicht i.lcnlische GleichWb 
gen genannt werden. Mn heilst z. lt. in der Aufgabe. 2. dj« Glti* 
cbung X — 27/^0 eine identische, die andere nbery+A — ?j!ai4 
eine nicbt identisi'be. Diese Benennung bat vermutblicb trffw^ 
einen Zusammenhang mit der vorhin besprocbenea DislinctMB BIHr 
sehen Weriben und Futictionen, Uiffcrentiai - und \ ariKtianereCb 
Dung, primHrem und secundürem Maximun; weicht aber dervann 
vom üblichen Sprachgebrauch ab, doss eine desfulsige Krklaroig 
des Herrn .Strauch crwiitischt. gewesen wäre. — Die Behandlung' 
der Aufgabe 62. scheint eher zu dem %. 24. von Obm'a Lehre '' 
Grössten und Kleinsten tn gehören, nU zu dem citirtea f . < 
weil in der Aufgabe zwar ursprünglich 3 Variable eingeführt sind, 
eine derselben «her ^-ermittelst einer der BedinguDgEgleichun^i 
eÜBiniit wird, eb« litr VuiatioDenbereubnUDg geschritten wtii 
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I der zur zweiten AbtbciluD^ geLörigea Aufgabe 70. < 



> Werlh von y verlangt, welcher 



(py-t 



ird derje- 
alle der 



Bflicfanng " . x — x'* ■= A geaugende NacLbarwertbe von y 
Ma nimum macbt. Eh £udel: sich ein Wcrlli von 




entsiclit. Diese Werthe sind beide doppcldculig. Cm nun zwischen 
Haximum und Minimum zu cntacbeiden, siigt der Herr Verf., (lÖegt 
man sich in auleben Fällen dabin zu eutscbeitlen , ilasa ein Klein- 
stes stoltfiDde, wenn V und J*^' einerlei Zeichen, ein Grösstes, 
wenn sie entgegen i^esetzte Zeichen bnhen. Kin solcher Cbue wäre 
schwerlich zu rechtfertigen, dii er der gewöhnlichen Bedeutung der 
Ausdrücke Mßxiinum und IMiniinuia widerspräche; nuch koinnit er, 
.fl» viel mir hpkiiDot \s\ , nirgends vor. Bekanntlich findet im vor- 
liegenden Falle ein iVIininium statt, wenn ix und y dieselben 
Zeichen, ein Maxiiaum, wenn sie eotgegengesetzlß Zeichen hoben. 
Jene willklilirliche Entscbcidang veranlasst den Herrn \axi. zu 
einer kleinen Hebereilung in Betreff des zwei ten, jener A ufgabe 
genügenden Werthcs von j 



r ist y-^V - 



wird nun, 



noch durch den ITmstiind zu hes 
gefundenen Kreis y=l/— 



der Herr Verf. bu 
Dicht t>1lein für d< 

auch für alle lindere' Kreise /7=0 
Maximum oder Minimum uicht die Bede sein I 
I wohl mit Becht eingewnnilt werdi 



I hedu 



igen( 



^lieia hierge- 

die besagten 

Nachburcurvcn sind , sondern 

rom Herrn Verf. selbst weiter 



dasB die letzleren vieliueh 
unten gefundeoen (ilcichung y = 
und folglich im vorliegenden Falle, 
Ellipsen werden. 

Im Allgemeii>CD kiinnte noch in Betreff der .Aufgaben der zwei- 
ten Abtheilung nngemerkt werden, dass man in den Fällen, wo 
das y durch mehr nls eine Gleichung bedingt wird, meistcntbeils 
weit leichter zum Ziele gelangt (z. B. bei Aufgabe 82.), wenn man 
^ uud /' eliminirt und mittelst Dillerentiution versucht, ob der für 
y gefundene Wertli allen Gleicbungea genügt, als wenn man eine 



k 




XLIX. 

Ueber Parabeln im Räume. 

Von 
dem Herausgeber. 



Wir detikeD uns, ein 



LDkligea CoordioaleDsystetn ürr 
jeyM alleo uosern falgeDden BetruclituD^en lum (irnnde legeiiü. 
eine beltebi|rB Piirobel im Räume, und beieicljoeo die Coordinoleii 
des Brenii|iuakrH and des Scheitels dieser l'aruliel in Bexug auf | 
das uug;eDummene Courdinatensysiem respective durcb a, i, c 






f 



ty-P 



c — y 



FällCD wir I 



die GteicLiingen der Ax< 

beliebigen Punkte der I'araliel, des 

bexeichnet wi^rdeu i . 

leicliueu die Cuordiniitea des DurcbschDiUs|iUDktes dieses Peqien- 

dikels mit der Axe der Pursbel durcb g, ij, ^. die veräaderlidieB | 

Cuordinaleii jetzt über durcb X, Y, Z\ s 



I Coordinaten dnrcb x, jfyt 1 
luf die Axe ein Perpendikel, uaa bf | 




X-.r3=; 







die GleicliuageD «lea io Rede stehenden Perpendikels, und nach 
einem bekannten Sutz« der nnalytiachen Geometrie haE mnn also 
wegen 1) und 3) die Gleichung^ 



5)(« 



•) (»-RH 



-ß) (s'-i) + («-?) (»-0 = 0. 



Weil aber der Punkt ($iO ii der A\e der Parabel liegt, 
aacb 2) auch 



I 



(C-r), 




(«-») |(:i:-<.)-(|-«)tl 
K«-/») |(}.-/()-(,-«| =0, 

H(«-?) l(=-)-)-(E-/)|) 
|(9-C«-Tfl t(»-«-|Ef (t-c)l[=». 

i falflieh 

r (g-g) <^--)+(i-ß) (/-ß)+lc-r) c-r) . , 

Ueberboupt aber erbält man nun mittelst dieser Formel und der 
Gleicbungeu fl) die fulgeodeo Ausdrücke: 

m,. (— »1 (.r-rt-i-(i-fl (y-W-t-tc-yl (a-y) 






«)(j:-b) + (/.-^) I 



-fl + (e-,) (, 



fcj fulglicb 

■ l ir»-») te-B)H-(a-|<l |y->) + (c-yl («— y)|, 

L 






4W 

Weil Duu iler KaüiuK Vectoc eipe» jedeu Pnuktea (a^j/x) der Pur»- I 
bei der Sumine der EDtft^rouog d«H BreDopuakU vom Scbut«! mI 
der Absciase des in Hede sielieude» Punklea in Bezug aaf die Ali 
der Parabel als Axe, und deren Si^lieile) als Aafaoft; der Abaeiasen 
gleich ist; su bubeo wir die tileicIiUDg 



K («-»)■ + (»-«)■ + (»-«)• 




„_l =l'(o-«)' + (4-W-*-(<! — )■)• 




+ l^(g-o)" +(,-!»)■ +(C-rt', 

i. i. «iKh 7) - ' ( 


'■■ 


y (»-«)■ + (j -«)• + (» — »)■ 




, ia~a)ij^ — n)+iL-ß)(!/ — p) + (c-y)(i, 


-y) 


l/l.J-n)'+(A-f()= + (c-j'J» 





VTS 



wu sich 
auf folg. 



-a)' + (J-(l)--l-(c-/)' 
-o)(^_c.)H-(«-|!)(!,-« + (<--rt (» — rtl.J 



Ido Art ciD< 






L 



= («-«)• +(J -«■ + («-?)■ 

-|(«-o) (^_„H.(._o)) + (4-/0 (y- « + (« — «), 

+ (» — ?) (»— <;'+-<^ 

= _!(„_„) («_.) + (i_f) (j_4) + („^,>.(,_ 

ÜDll folglicll 



II. 
Die Gli 



K4-fl" + (o-rt'l l(* 



Kf-i)' 



-(«- 



«)'ll 



'huD^en des dem Punkte (^^a) der Parnbel «nlsi 
den Rudius Vectors sind, wenn nieder X, Y, Z die veränd 
Coordiaufen bexeiehnen : 



-Ä = ^ 



■AZ-c). 



Bezeichnen wir also jeden der beiden von dieBem Radius V( 
mit der Axe der Parabel eingesclilossenen, 180° nicbt Ubcfstel„ 
deD Winkel durch V\ so ist. vregeu der GleichuDgea 1) ani 
noch den Prlncipien der aualytiscbieu Geometrie 



'K\ 
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_« i— ^ y-J 






t 


(1 + 


"c—j. ■ 


i:r7-* 




=^'* 




11 


-C-5i'. 


'•+'^ 


^ni.^Ö 


■+<r 


e!.-.i 


K« 


.-«Ka;- 


-<.)+» 


-ßHr- 


-fi) + (c- 


-y)(- 


-Ol- 



ff}* + (y_Ä)'+(«-c)«i 



-K«-B)'+(A-/i)'+(c-r)'i J(a: 

und folglich nacli dem Obii;fn 

cos F' = I, cos F=±l, 

also F:=0 oAet F= ISO°, welches offcnbnr nur für den Scheitel 
der Pnnibel gilt. Diilier muBS man \d der oben g-cfuudeuen Glei- 
chung' das obere Zeichen nehmen, folglich 



I 



>+!(•-.) (^ _„)-!- («_(!) (y_|J) + (c-^) {«-rtl 

lelzen, wo bloss nocli zii untersuchen ist, ob diese f>leicliun|; auefa 
für ileu Srlieilpl iler Pariibel gilt, was ober oifeobar der Fnll ist, 
da diese Gleicbung eine identische Gleichung wird,' wenn man 
x^u, y = ß, » = }' setxt. Also gilt die Gleichung 9) oder die 
Gleichung 



-l/(»-o)"+(«-«'+tc-^|'| 
= («-«) (a:-«)+{6-ß) (y-ß) + (c-y) (.-y) 

kjeden Punkt der Purabcl. 

T Um die Gleichung 9| rational zn machen, quadrire mau auf 
'len Seiten des Gleichbeitszeichens, so erhält man 



|.(.-o)> (a:-o)- + (4--;S)- (,j-ß)' + ie-r>' i'-rV 
>t\C—)' + ii-ßf + ('-r)'\ !("-«)(*-«) 

Tfir Theil &nf der linken Seite dei Gleichheilazeichens kann auf 
folgende Art dargestellt werden: 



L 





■ 
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^^ 




\ : 


MI ■? 


»J;^^^! 




■ 




J 


1--++ 

+ 1 1 i II 
4?+ r r r 


fl 


r '" Im k- 


" 


Jxi 1 1 1 
1 i~a.ai 




"1 

1 


4 ^ + , 

7s Till 

I-iii 

+ 1 r 1 

- i34 






1 '-^ ^ 


^^1 






■=• 


!^^l 






1 


'Hl 


■ Hebt nao 
r GteicliuDg 


auo auf beiden Seiten dea Gleicblieilsieichens dflr ^ 
fluf, was sich aufhelea lässt, ao erhält man ^ 




K» 


-»■+(»-?)■! (^ 


-«)■ ' 




+ !(«- 


-/)■ + ("-")■! (!/ 


-«■ 'I, 




+ l(" 


-o)' + (i-|!)'| {, 


-rt- 


1^^^ =4}(«- 


«)' + (J-|!)>H-(e-r)'| |(«- 


.) (^-a) . 






+ («-/») (s— 


l») + («-r)(- 








1 
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-l-i(.-rt (»-»)(.-)•) (*-»), 

hierBtiB ergiebt alcb letclit " '' 

11) !(*-(!) (vr-<.)-{»-a) (y-ffll- 

+ !(«-;■) (»-«-(«-« {=-r)\' 

l|(.-.)- + (J-|S)'H-(c-r)-| |(»-a) (ar-«) 

lie Gleichung der Ebene ist, in welcher unsere Pnrabel liegt, so ' 
lind deren beide Gleicbunifen, durcli welche dieselbe vollkommen. 
:barBkterisirt wird, die Gleidinni^en II) und 12), und xviachtil 
IcD neun Constanten a, 6, c; a, ß, y; A, B, C nat man die bei- 
leu folgenden Gleichungen; 

iAa-\-Bb+C=c. 
' \Aa-i-ßß-\- C=y. 
den drei Gleicbungen ' '' 

c':=Aa-k-Bb-\'C, ' l Hf t«! 

Y = Aa~\-Bß-\-C, (>» — *)f"4 = 

x = Ax-\-By-i-C ,„„j;.) aib ><a<H 

i „I- i.M' ■ ■' ... .iM 

\Iao ist offeiibar M^ 

(«-)•) <!/-ß)-(i'-ß) i'-r)" "« M«m 

f =-^K*-fl (*-»)-{«-«! (j-fli,:'",,;",' ,;.''; 

= _Ä|(J_|») (^_„)_(^_„) (j,-(!)l; 
>1glicb 

!(»-/!) (*-a)-(«-«) (j-fll- 

+ i(''-j-) (s'-«-(/'-i')(«-rtr 

+ K«.-«) (>-rt-(»-r) (i:--»' 

-.(i + J' + B') |(i_fl(<ir-.)-(»-o)(y-«f. 
knnti man die GloicLung 11) aucb unter der Form 



tu 

13) il + A' + B-) Mi-fl (x-«)-<<i-<.) (y-fll- 
= 4|(»-o)> + («-/»)>-(-(.-rt-| !(•-") (*-«) 

oder unter der Form ' i ■ i .li-' i 

dqrBtellep. ^ | . . 

Weil V^\a — «)» + |/y — |S)' + (c — y)' die Entfernung «^ 
Brennpunkts vom Sclipitel ist, so ist, wenn wir den Parameter »■ I 



r i'ai 



rcli ^ bceeiälin« 



15) ^r=4l/(«-a)'H-(i-,S)' + (c 



■r>N 



rid die Gfeicbung 13) kiuin duber auch anf folgende Art i 
iickt ,w4r4eQ; 

16) (1+^»+^^) j(Ä_^)(a;-«)-(»— «Vt;^- 

o<ler , . . 

17)4(l+^'^-Ä') |(^-^) (*_«)-(«-«) (fj-ß)\' 

= ^'i(«-«) (^-a) + (Ä_,!) (y-,¥)+(p_;.) (,_^)|. 

Wenn die Bbene, in welch» die Pnraliel liegt, die Ebene derq 
ist, so verBcLwiDdeo die GrösBen ji, S, c, y, %, und die Glei^p 
der Parabel wird , 

= |,.= |f«-«J (^„«) + (Ä_|S) (fj-ß)\. 

Nimmt man den S^lieitcl tier Parabel als Anfang und deren Aitl 
als Axe der .x an, eo verscbwindcn die Grössen b, ß, b, und JhI 
Gleiclinng der Paruiicl wird 



Weil nun nber 4o'=ju ist, so gebt diese GleicLung in die be^ 
gew.öbniicbo Form 

' 20) y» = jtt^ 

der Gleichung der Parabel über. 



Wir wollen nun die Gleichung der Projection nDserer Paij 
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Ranme aaf der Ebene der xy eulwickeln. Tm diese fileichun^ 
XU finden, mnssen wir huh den beiden vorLcr gefaDdeDen GleicbuD- 
ECD der Parabel in Riiuine die Grösme s eliminireD. tVeil nach 
dem vorigen Paragraplteo beknniitlicli 

i— r ^ ^(<r — «) + Ä(tf — ß) 

■ (»-«) 'ti'-«)+(«-i!)V-nV(<--/i (.-!•) 

^i. =|«-«H-(c-,MI («^-") 

r Und Dach 13) oder 17) ist iiIeu die RIeichnng der Projection Bnf 
i4er Ebene der my 

^21) (H-^' + a-) |(J-« (*-«)-(»-•) (,-|))f 

■f,4|(._„). + (i_^). + („_,).) , 

■<|[«-<. + (c-,)J] (:,:-a) + [«-/H-(t^/)»] (,-j!)| 

K2I 



:) 4(l + ^. + fl') |(J_fl (^_„)_(„_„) |y_|!)|> 

,.'|I»-o + (,;-X),*] (^_„) + lJ_;!-|-(e_,)ß| (,-|»)|. 
dl c — y ED eliminireD, bat man nacb 



*lein vorigen ParagrajiLen 

und folglicb ;, 

» — a + (c — ).)J 
= <.-. + JH»-a)^ + («-ffl«|, 

= S-/» + iI|(.-o)^ + («-|»)a| 
und 

(«-<.)■ + (S -/!)• + (c - )■)■ 
= («-«)• + (*-/»)•+ l(.-.)J + (S-|!)i(|'; 

«dfer, wenn der KüMe wegfen im Folgenden 

23) S = (.-«),^,+:(«.-ffi|Ä 
l^esefxt wird : . . , , i , . ^ • . 

I ß — « + (c— r)^ = ^ — a + J®,, , . 

ao daiB also die Gleicbung der ProjecCion unserer Parabel im 
^Ranme auf der Ebene der äsy nach dem Obigen 



L 



\ 
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= 4K* -■»)' + (*-/*)• -1- ®' ! 

oder 

25) 4(l+^" + Ä') i(Ä-fl (;r-«)-(«-«) (y-^)|' , 
= /*»!(»- « + ^»S>) C^-«) + (Ä — /I+ß®) (y-y?J[ 

IBt. 

Kehmen wir den ^Scheitel {aß}') dti Parabel im Raatne «Is in 
Anfiing pines dem primitiven Sjateine der aryx uurollelen Coordt- 
DBleDHTslemH der x,y,x, an, so ist nach der Lelir« von der Vcr> 
waDdliiag der CoordiDBlen [ n o 

26) ;r.=^-o, y,=y-ft «,=jt:^/i'' 

nod die Gleicliuiifren 24) und 25) lasseo sicEi also sotfli nntor ilcf 
folgcndeD Form durstellen: 

27) (l-t-^' + Ä') |(*-/?):r,-{«-o)y,I»" ' 
= 41(«-«)'+(Ä -?)'+©'! 

4,« «.*?>.^<'+'^' + *'» )(i-«^.-(«-«)y.I" 

Noch wollen wir bemerken, dass, wenn (' den Neig'un^winbei iit 
Ebene, io nelcber die Parnbel im Räume ]ieg;'t, segen die, Ebeit 
" ■ " lalj-tiscben Geom« 



^^^^jmd 



iit, so doBs man also die Gleidiungen 27) und 28) anck nnter itt 
folgenden. Form darstellen kano; 

29) |(4-(!)ar, -(.-a),,|' 
= 4to. i'|(»-o)' + («-|»)' + ©'| 

X|(»-« + je);C, +(*-(! H-«9)y,| 

30) i|(J_|»)^, _(„_„),,, |. 

= fi' cos p](a~u-i^JQ)x,-h[6 — ß-i-ße)y,l 

Denltt man sich diese Gleichuog geliürig^ entwickelt und anf Nnll 
gebracht, so sind die Coefficicnleo von ir,', y,*, ^,y^ respeclivc 

H^-ßr, 4(«-«)", -8(«-a) [i-ß), 

jmd da nnn offenbar 
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, so ist DDcIi der allffemeitipii Theorie der Linien des 
eiten Grades die Projeclion unserer Parabel in 
lume auf der Eltene der aty, und eben so natürlicb 
cb deren Proiection ouf der Ebene der x% und «af 
r Ebene der v%, eine Parabel. 
Um DUO die Projection auf der Ebene der aiy etwas ti;eDBuer 

in UDtersucben, müsaea wir zoerat die folgendea allgemeinen Be- 

faclituDgen vorunssdiicken. 

«.3. 
Wenn 

A3ii*-\-By*-\-^Ca;y-\-Bx-\-Ey-\-F=^fi 

die allgenieine Gleichung einer Parabel für recbtvinklige Coordi' 
■Bten Ist, und man will die CoordJDaten ^, q des Brennpunkts, 
BDd die Gleichung 



der DirectriK dieser Parabel Hnden; so Iiemerkt man sngleicli, dass 
nach den Prlncipien der anuliliscben Geometrie das tiuadrat der 
Entfernung jedes Punktes (xy) der Parabel voa dem Brenn- 
pöuktc {pq) 

(;«■ — p)» + (y — ?)', 
- Entfernung des PiiiilcteB (^y), derPuraM 



ist. Weil nun bekannllich jedf 
liuukte ehen so weit entrcriit i 
man die Gleichung 

(^. _ j,Y ■\-(y — qY = x^M^ 

: nacli jgebörigcr Entwickelung die Gleichung 

a:*-^my* \ 

■^IMaiy \ 

-1\q{\^M^)-N\y 1 

+ (/''+?') {l + ^')-A'J 
leb« offenbar mit det gegebeiieii GltichnDf^ i ' 
fi , . ac b , E , 

p,_,_ y.^. ^y^_ ^+ y^ 



mmn 



«8 

ideodicli sein muBs. wodurcli man zu den folgenden Gleid 
geführt wird: 

(?• + ?•) (H-»>)-A» = ;J. 

Soll man den beiden ersten GleicliuDgeu xngleich na f 
Stande sein, so muss offenbor 



also C^jtS oder 

sein, welches nach der Theorie der Linien des zweiten Gral 
kanntlicfa wirklich der Füll ist, da die durch die Gleichnn^'^ 

,rf:r' + Äy» + 20y + Äa? + £^ -f- ^ = 

charakterisirte Curre nach der Voroussetinng; eine Parobal t 
der Bestimmung von ^ hat man also 

nn-iNna ist iincli dem Obigen 

y{l + JtP) = -ßg-JI/JI. 

^^^ also 

I folglich, wenn man addirt, 



{?•■ 



_/)' + J' 



Weil nun nach dem Obigen 



^ Jf+ii + Jif)Jir'. 



(p'+y')(i + ^^') = 



(p'-\-r) (H-^)'=;j (l-i.M') + (l + Jff')A" 



so ist, wie sich auf der Stelle ergiebtj wenn i 
I Vorhergehenden rergleicbtj 



•-JV=-^(\+JU'), 



E — DM . , _ B'-t- E 



cb dem Obigen ist, 



leicht findet, ' ',' " 



E — DM AB — CD F 



(H-Jtf') 



-.21 .V B'-hE'-i(A + B)F 
^ Endlich erhält man nun mitlelat der Gleichangen 

K p(i+*')=-^-^iV, 

nie 



P = 



_ 2ADB — tfg' ~ g') - -tC^ + B)CF 

— 4(^+Ä> (dE — Cß) ' 

2C/?E + /IfO' — g' ) — ^{A + ff)'f F 

HA + B) UE-CD) ' 



Ut 



34) 
är /"zrsO ist 



jAE — CDiO-t-(JD+CE)E — h(A -t- B)CF 

A{A + B) (AE — CD) ' 



— _ (-Jg - CO)E - {41) H- CE )0 + i( J + B)A F 
*' — S(A-\. B) (AE — CD) ■ 



^ AUE — CID'' — E ') 

' i{^-hO) {.IE— CD) 
( JB — CD)D + (.4DA'CE)E 
4U + ff) (JE — CD) ' 
WPfJ^Ain' — E^) 
kU + B) {.-iE — CD) 
{AE — CD)E - (AD + CB)D 
MA-i-B) (AB — CD) 



¥ 



Von diesen Formell 
aaf die Projection 
xy macben. 



Die Gleichung: 30) der Projection auf der Ebene der jrg 
geLörig entwickelt 

36)0= \[l, — ßYx,-' 

-8(fl-«) (i-i*K,3/, , 
-^» cos ,- («-«-1-^0)^ 



— ^» 

it wir der Kürze wegen 
37) = 31^,» + » 
eiben wölb 



h25ar,S 



h2)^, ■ 



-Wi 



Cm zuerst dii 
Ebene der xy zu 
cboogeD; 



die Bedeutung der Symbole %, ^, £, ti 
■d. 

icbung dei 
finden, liubea 



Gleicbung der Directrix der Projection auf 
ch 35) die folgenden ( 



M=\ 



A = 



Führt man nun für 1, @, S). (& 

kannten Ausdrücke ein, so erhält man auf der Stelle 



4(ae— est)" 

an* dem VarhergelteDW 




*+-S»=/*» coa «*)(« — a-f-^0)' + {Ä — /!-|-/ 



] 



^^^^" 


^? 


^^^^^^^H 


F 


^^^^^^H 


Et = — 4/*» cOBi' (Ä- 
— V» COB i» (»- 

= -4;.. 00. (• (4- 


/()■ (i- 

-B) «- 
■fl l("- 




mü folglich, weil niicb $. i 


!. 


^ 


(«-»)• + (S-l«)- 4- (c 


_,).= 


:(»-o)' + W-|S}'H-©', fl 


iDd uicL 15) 




1 


Ibo 


)'+(«- 


-«•+(^-/)'l, V 


(«-«)• + («-«■ 


+ ©- = Vrii' 1 


sis-eB= 


= -5f' 


CO. i- (4-1»). :^_tH 


ilso ist Duch dem Obigen 




■■ 


*_ "••■■1'- 


'-' • '1 


Dd folglich 






äS)s'.=-f5j«,-- 


.. (. Ka- 


1,-ß 


dcr 






39)y-(! = -|^(^_ 


-«) 




der 


CO. i- |(o 


4-0 


10) y_,» = - J5?(^_ 
der 


„1 (" 


~^-t-A0)'^l6-ß + B0)' 


-a). 


ii>~ß)(i-i-A'+e>) 


11) (»-.) (^-<.) + (ä 


-fl (?■ 


-ß)= 


der 


!(»-<■ 


+ ^S)-H-(4-(!+«0)'|, 


12),(«-a)(a:-o) + (S 


-/!)(y 


-« = 




1 


■,.-. + A9r + ii-ß + Bm- 
l-t-A' + B' 


ie Gleichung der Dircctrix 
.Of der Ebeoe der xy. 
rlaeh in 


der Projection der Parabel im Räume ^| 




i '1.^ 1^1 J. . 




= («-'')'H-(Ä-|!)'+2i(a-«M4-(A-|S)fi|0+(^» + Ä')e' 

, ., e« (U- coa i' + 166' . 

"^ *'"co8 »» lötos (' ' 

und folglich auch 

44) («_a) (^_a)4-(4-|!) (y- 

45) (« _ a) (^ - «) -H {* - (S) (y - /f) = - (©• + Vi,*' cos i'; 

die GleicljUDg der Directrix der Projeetion auf der Ebene der j^ 
Die GleicbuD}; der durch die Punkte M) upd {aß) gelieDiI.'i 
fferadeo Linie, d, i. die GleicLung der Projection der Ase dei 
Parabel im Räume auf der Ebene der xy, ist 



l"' 


cos f 


-1-168 








K(i 


-ß) 




ß)= 


-(^ 


cos i' 


±_ 


m' 



«). 



steht Dach bekannten Princip 
etrie die Directrix der Proje 
c auf der Ebeoe der xi/ auf de 



r analrtiacheB 
ier Parabel in 
tctioD der Aie 



I- Ebene der ^y ist daber jederzeit ein Darel 

F PröjectioD der Parabel im Räume auf der. Ebene ^i) 

, oder der Axe dieser Projection parallel.- 



Vm DUD ferner die Coordinaten des Brennpunkts der FVd- 1 

iertioD der Parabel im Räume auf der Ebene der xy >u finden, 
laben wir nacb 36) 



And folglich 



-J&)' — {6- 



^tU MUMJylÜ IH* miay. 
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- •? T » I I 

i; I 's« 

+ +TT 

% ^ I ' 
= = + + 

I I Is 



_ + „ ö 



■ii I 



I I 

-+ + 

SS 1 I 
?f + + 



-?r 

'S T 

I I 

+ + 



I I I i 
+ + +4 

ii I 

3,3 



I I 

» -Cd 

+ + 



'eil nun ferner 

I ist, wenn ;', ^ <]!e CoordiDaten des Brennpunkts der Pro- 
der Parabel im Räume auf der Ebene der ;r^ in Bexng anf 
mitive System der a^j/x bi^zeicbuen, nach 35) 




^M 




^1 


'- ^H 


H 


i-j^m 


^H 




^^1 


i ■ 1 - H 


^^H 


L - ^M 




■ ■ n l 


^^^m 




1 . •. 


o 


^^^M 




f 






S' 












D 






■ i3» 










■ 


'? 


r '■ , 


1 


~ 


f 


» ? 


ST 


^^H 


L 


1 1 


M 


f^ 


§■? 


^M 


F ' 


Ol R 

+ + 


? + 


u^ 




H 


r 


II 


II T 


TT 1 
1 1 > 


-' 1 

TT 










' 1 s 


1 1 








V a -% 






^^K 


T 


1 1 T 


1 1 + 


■H- + 


t t ' 


^B 


1 


ü 1 


— ^^ 'S 
'S 'S" l 


11? 


^ ® 


^H 


+ 


V 'S " 

1 1 + 


1 1 ^ 


ti"^ 


?'■ 












-12 


^^H 


, 1 


+ + T 


+ + 


T I 


?T 


^^f 




1*4 


'' ^ 


+ -L 


+ 4 


■ 




S CS)-; 

+ i 

T 1 


ii 

1 1 


-i 


'i 


^H 




iL 


1 ' 1 1 


^H 




'S b" 
, 1 


1 1 


^H 




I ^ 




^^B 




+ + 


+ + 






Ca u. 


ä^ G& 






® ® 


S <B 


^H 




5S 15^ 


^m 


'l< 


fe 


k. J 



425 



/ 






^ 



I 

n 



•» ■ 



i 

8 

U 






I 

tb 



■ t 



+1 

k 

«■ 

+ 



l 






I 



I 

+ 



I 

©'S 

^ + 

f z 



I 



I 



+ V'+ 






I 



I I 

tb 3 



^ ;^ 



I 

."Cb 

+ 



I 

a ' 
+ 



I 



r 

"Cb 



I I 

+ + 



II 

I 



I 

II * 



I I 

+ + 
SS 

I I Z 



+ 
k 

«■ 

+ 



I-, 

I -Cb 
8 



+ 

sS-Z k 

M 

+ 



'S "^ 1 

I 

+ +. 

^ fe • 

T + 



8^ 

«■ 



l 



I I 

+ + 

® ® 

5: I 
I 'S 

+ ' 

T "W 



i 

w 

+ 

1 

"tb 



iä 
I I 

8 8 

+ + 

k k 

Is 



-Cto 



^ 



I 



® 



>« - 



I ♦■ » 



en vorhergehenden Ftfrmeln erhält nian ÜUrcb leieh^ R<k^' 



51) 



cos »» \ia — a + ui0y — {6 — ß-i^BQy\, 

i^-ß) (/»-«) + («-«) (?-/^ . 
2co8 i* (^ — a + J&) (b — /J.-ir ^) !, 



.t'-i'.r- • 






■ / 



_ ia — a + ^@)' — (l — f + B0)' 
l+J' + Ä- 

(4-1«) (,_„) + („_„) (,_!>) 

— 1 + J- + J)' 



Auch findet man leicht 



53) K(p -«)■ + (?-!»)• = - 



I -")■ + (« -W 



' Ifa-.+^ej'-t-ci-m-mi-i 



34) l/(,-o)' + (?-(I)» = 
nnd folglich 






(l+A' + ßt) W{a-o)'-t-(i-fl' 



— i + ^._^*. 

Dnher kann man nacli 43) die Gleicliuna; der Directrix der F 
jectioD der Parabel im Räume auf der Eoene der ^cy auch 1 
der folgeudea Form darslellea: 

56J [a-a) (a.-a) + (6 -ß) (y-fl 



§. 6. 

Die Ase der Projectian der Parabel im Raome ^eht durch <!» 
Brennpunkt (;;y) und ist Dach §. 4. der durcb die Punkte {ai) uDii 
(aß) gehenden Linie parallel. Alao ist 



"> !'-? = l=i ('' 



-rt 



^L drücki 



D8)(o-o)(y-ffl-(i-/») C^-«), l 

= («-a) (,_fl_{J_|!) (f-ij 

die Gleichung der Ase der Projeclion auf der Ebene 1 
Führt man nun für /> — a und ^ — ß ihre oben gel'undenea i 
drücke ein, so erhält man für die Gleichung der Ase leicht 



4« 

2|(»-«) («-0 + J9) + («-|S) (4-|!+ÄS)l ■ 
_ XI(.-«) (l-f-l-Be)-^(i-ll] („-„H-,je)| 
(H-J' + fl>) !(«-»)• + («-!))■ I 



60) (a-a) (,j-ß)-(6^f) (^-u) 
.2ca. i- |(«-o) («-a + ^©) + (4-|S) (J-^S+fl©)! 
X|(»-c.| (»-|»+Be)-(i-|i) |a-« + ^e)| 



r 


(«-«r+(»- 


-?!• 






■ Es iit abir 










V (.-«)(»- 


-o + ^S) + (J- 


!»)(«- 


-ß + 


«©) 


1 ='"- 


-o)' + (4_/!)' + e- = 


Ac" 




r (.-«)(«- 


-;»H-ae)_(«- 


(J) (a- 


-« + 


J©) 


r- =!(»-«)zf- 


-(«-/!Mie 








= !(»-■.) ,i + («-(!)«| K»- 


-<,)«- 


-(J- 


•(«MI; 


Blao 










6]) («■ 


-«)(?-«-(« 


-!»)(«-«) 




p- ,os .■■ |(a 


— a)^-i-(A^^)»t 


l(o-» 


)Ä-(J-fMI 




»!(o-»)>+(i- 


-»■1 






die Gleichung der Ai 


le der ProjectioD 


der Parallel i 


im RauBie auf 


der Ebeoe der ^y. 


«.7. 








Nacli 56) iit 










(— 


«) (^_„)H-(J- 


■ ß) (J- 


-« 





die Gleiciiung der Pirectrix der Projection der Parabel im Räume 
»uf Jer Kbeiie der ^y, und folfflicli, wenn wir den Parameter die- 
ser Projeclinn durtl p, bezeiclinen, d» die Entl'ernung des Brenn- 
puDktH von der Directris der holhe Parnmeter, d. i. ^|U, ist, nacL 
den Frincipiea der aDolytüchen Geometrie, wie wan leicbt findet: 



fS9 



■f 



'I . ■, 



If 



'•«•'.. .. 



I 



I 



I 

1 



I 

I 
+ 

5 

I 

u 

+ 

I 



I 



I, 



I I 



Nun iit aber, wie 



leiobt £mlet, iiaeh 49) 



cos V 



= |(«-a)» 
■ad Bftcb 53) 






-(Ä- 



-/?H- 



ß+Bey 

B®), 



^ / 



^fw 



= !(« — a)' + (4-(f)-| |(o— ^ + ^9)- + (4-(i + B9)'|. 
) ist, wie mnii durcL leicbte Reclinung findet, 
(a-„)--Ki-)l)- | (or—j.) (;) — «) + («-« (7 — |!) 






und folglicli 






+ l/(o-a)' + (4-|!)'.l/(;.-«)> + (,-(f). 



ler ist nach 63) 

r 

641 w. = ,..,' ^., 



-61|(o-rt'+(ä-/l)'|f 



S.S. 

Es ist Dun Docb übrig, die Coordinaten des ScbeiCels der Pro- 
jectioD der Parabel im Haume auf der l^bene der xy zu (IndeD, 
wozu muD nuf Iblgcadcm Weg'e g-eiangen kunn. 

Wenn wir der Kürze wci-en 

(lud 

^ __ xK«-«) {i~ß + ße)-ii.~ß ) (^-« + ^0)1 

wUeiij SU sind nacb 41) und CO) , 

(«-«) {^-a) + (6-ß) (y-^) = -*cos i» 



r 

Kgi< 

L 



Gleicbnngen der Directrix und der Axe. Bezeicbncn wir also 
' p', q' die Cuordinaten dea DurchscbnittapuakU der Directrix 



BF 



m 



lod der Axe, eo habeo < 
lie beiden Gleichunf^en: 



- zur Bestiminiiag; dieser Coordina 






\ 



„ (»-.)t-i-(i-w 

•°— («_.,. + (4_«. "■ ' • 

erffiebt. Hat man mitlelst dieser Furtnein ;>' und ^ gefunden, 
ernält mon die Coordinaten p,, q, des Sclieitela der ProjecItoD Am ' 
Parabel im Räume auf der Ebene der xy mittelst der bekannten 
Formeln , 

da uämlicb der Scheitel einer Parabel jederzeit das zwischen i 
DircctriK und dem Brennpunkte liegende Stück der Axa I 
Die weitere Entwickelung dieser Formeln wolleo wir dem L«aw 
ubcrlDsBen. 



Besondere Umformungen der Gleichung der I 

Flächen des zweiten Grades, nehst einigen ' 

Anwendungen derselben. 



Herrn L. Mossbrugger 

der Matbemattk an der Kantonsscbule 




I. Eine Fläche zweiten Grades, deren Gleichung 
Ja ' + By^ + Ca;» + ^A'xy + Sfl'.rc + 2 C'y% 

+ %-V% + %B"y H- 20 H- l>=iWT7Z 
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^kiinii, wenn wir diejentgea Falle unberücks leb liefet lasHen, in 
fcfefatb sie in eine Linie des zweiten Grudes, oder in ein System 
von Tvei Geraden über^feLt, nur in ein .System aneier reeller oder 
iinae'inärer Ebenen degeneriren ; in diesem fall aber muss die 
Glcicliuap^ Ij die Form: 



(a -H ay-h hx + c) (s + tt'y-\- h'x + c'} — . 



innehmen, es itiiibs dnber aucli diese mit der GleicIiuDg 1. identisch 

■ein. Durch die IdeDtiiicierun^ beider erballen wir folgeade Be- 

imnangsgleicbuDgen für die Coeflicienten a, b, c, a', : 



j " III '^ I , II *' 



ic'~^Vc = 



V + ^i = '4; 



isen neun Bedingungseleicbungen reichen sechs zur 6e- 
l der Cueffici enteil a, \ e, a', f , c' bin, und wir erken- 
eicb, dasH respeclive a, a'; 6, i'j c, b' die Wurzeln fol- 
ider^Gleicbnngen sind: 



z.-?fz + 4 = o 



c 


+ 


A 


-AB 




1/2^:= 


~.4C 






A 


_AB 




letzten Gleicbungen in 3. 






briD^en. Diese sind nur in dem einzigen Fall wabr, wenn die 
vleichung 1. ein System zweier Ebenen ausctrückt; in allen übri- 




Seite des Gleicliheitaieichens dieser Gleichun^^D nicht gteicb NiU 
iein, Bondern andere reelle oder imig^inäre Werthe haben; Deuicb- 
nen wir diese respectiTc mit p", p"', p', a» haben wir nllgcBeia: 

•.t die GleicbuDjf 1. in folgende über: 



Dadurch f^eht : 

(%-\-in/'\'hx-\-C) fs + 



-\- p'xy + p"y 4- p"'ai = 8, 

nir so eben gezeigt halieo, jede Fläclie 



Diese nieichung kanit, wi 
xweiten Grades ousdriickci 

II. Führen wir die in I. 5. gerundenen Werthe von a, h, t, 
a', ... in die Gleichunsen 7. ein, ao erholten wir; 



V[AA — lfV^V{e-> 


- A€) (C 


~Aß)\ 


J' 


aMff"-.fC-±V(6"' 


-AB\ (Ä- 


-AD)\ 


j' 


•X\AC" — AB ±W(Ä'i 


- M) (J"' 


-^ö)l 



olfft nuc 
oder im 



tdrücbt, wenn diese Wertbc 



reellen oier imaginären Ebi 
Ton p', /'". /'"' gleich Null sind. 

Betrachteo wir die Gleicbangen in ].. 3. etwas genaaer, b<i 

ist nna klar, dass zur BeBtimmung der CoefHcienten a, 6, c, 

nicht beliebige sechs von jenen neun Gleicliuagcu ausgelesen wer- 
den können, sondern dass eine solche Wiilil gcirolfen werdet* maUi 
daaa jeder von jenen Cueflicienten zum wenigsten in zwei von den 
sechs zu wählenden Bestimmungsgleicbungen vorkommt; dnss dnlitr 
eine allgemeine umgeformte GloicIiuDg für die Flächen des zweilcs 
Grades nicht nur allein die Form 8. haben kann. Wie viel», sni 
welches diese Formen sind, wollen wir jetzt uatersucheu. Setats 
wir daher, um abzukürzen: 

den Bachstaben % statt der Gleichi 




F-^S- 




2J- 


~ 


V, aie BuchitsbeD {aß} statt der Gleicbu 


ga6' + a'i = 


t. - («,) . - 


«c'-Ha'c^ 






'^ - - m - -. - 


6c'-i-6-c = 


2C- 




ind benerkcD besonders, dnss jede der 


GröiseD a, 6 


, « 




renigiteos in zwei von den sechs auszuwälilendcD Gleicbn 


gen 




je- 


ler sechs GleichuDgeo , die den ebeo geatellten ForderungeD 


ge- 


.ttgen. 








aiBSatc... 1'. 
. äSBeatl!*!! SUBEacKf 'i SIS8Ö 








'!!"!'! 






Hv) HßrY 


Hvvl 


II'. 




asascl'*!, ä«j;°/!;m.t.l<"«,l"" 




K")-) • Mfr) 


'W) ' 






IM) (»rt W) ("/) 


(("fr M 






isla (ofl Wi siässs w) (/),); aastjc«/!) (W; 


... 


111'. 


'(«r) W W Cfr) 


'("rt (fr) 






ase (ttiS) (oy) (M;.. 


IV'. 








a«ß) M ) 






»oK«c) (/>rt; as« W) (Mi äStt 


«■« (fr)i- 




\: 


((«/) (») 


M (fr) ' 






(("« («rt 


(«w (•/) 






lic W) (fr)i ae«» w) (fr)i aistt 


(-«(fr)... 




Vi'. 


((<■!■) (fr) 


(«rt (fr) 






W) ("f) 


(("« (irt 1 






KBc («« («rti SS«t (fß) (ßrh SI5acj(u/!) (fr);} . 


. VI 


'. 


(ort (fr) 


H-r) (fr) ' 






■ («l!) ("C) («« («)■) 


,("fl ("C) 






»t (»« (/Srt! SBaSt (ofl (fr)i Uak 


("W (fr);-- 




CHI' 


(»rt (fr) (»/) (fr) 


(("(•) (fr) 






«Je (a(!) («/) (fr) . . . 


IX'. 






1 AnBahl dieser TerbiDdnngea sind in; 








r.; II'.; III'.! IV'.; 


V'-; 






1 6.5.4.3.2 t3.2 3.2.1 


(3.2.1 


3 .2 




' 1.2.3.4.5' 1.2' 1.2.3' 


ll,2.I + ä 


172 


' 


VI'.; VII'.; 


VIII'. 


IX' 




(1.2. 3 ' -• i.2i' ti.a.s^^- 


.21' "*■ 1.2 


I. 


j 


luia 

L 


28 

m 


1 





111 
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Diese &4 BeEtimmuDe^arten der CoefEcienten a, fi, e, a", . •. 
sen eben bo viele l-ormeD zu, unter wetcbe die GleicluH 
gebracht werden kann. Bezeichnen wir doher %-i-ajf-i-Si 
mit jtf und x -t- a'y + li'x -i- c' mit A'. so sind diese Gleid 
formen folgende: 

r) 9fX-i-p'a:y-i-p"x + f/'.:g = Qi 
t) i/A'H-p'a7y+V"a+p"y = 0; 

4') diJV + p'^»-i~ p":ry-t- p'"x:=(i\ 
5') MX-^-p-ys-i-p"y~{-p-.i; — 0; 

T) JUA' + pff-i- p'ar -i- p"' = 0; 

8") J/A-t-p'Ä:y + p'.a:-+-p* = P; 

9) JUA'-t-p'x*-i-p"y-i-p"\v^Qi 
W) MA'^pir*-hp"xy-t-p"'9~0ii'JS9 | 
11') S/JV+p!,' '^•p'y~^p-^ = Oi 

12) jtfA-4-;/y'-*-p'>y+/'> = 0; 

13) JlfJV-i-p'ar*-^p"s-t-p"'.v=:Q; 
14') jtfA'-H;>'^*+;)"» + p'y=0; 

15) JUA'hp'.vs+p":ry-\-p"'x=:0; 

16) J!/A'+;''y»+/'"»4-;'"'^ = 0; 
17') JUX+p'yä-i'p"3-i-p'"y^0i 
18") j!/A'+p'y»+;>'a:y-Hp"'» = 0; 
Iff) 3/A'^-p'y* + p"a:aH-))"'^ = 0j. 

iff) ^A"+p> +;*"■»■» -f-y"y=0; 

21) JtfA"4-/ys+p":r»H-;»"'a7y^0iJ 
22') jlfA+p'ys4-/>3-f-;»"a^0i 
■23'J jMA-*-p'.r}fH-;>"54-y=0; 
24') J/A' -(- p'xx -+- p'x + p"'' = ; 
25) lUS-\-p'xx-\-ji'y-\-f' =.^-, 
2Ö) jWA' + ;/.r» + y;ry-|-p'" = 0;, 
27) J/A+;/y» + p";rH-p ■ = 0; 
28") jtfAM-p's«+p"y + p" = Oi 
■iff) jtfA+p'y3+p'^ry + p"' = 0; 
30) jtfA' + p'dr'+p'>5+p™y = 0; 

ai'j j/A'+p':r'-t-A'«+;''"'»=0;- 

32) jWA-i-p>»+p'3+p'y=0; 

33) *A+p>'+p'.ry + p'a = 0; 
S4') A^A'-|-p*.T' -f-p"jrt+p"'^=:0;. I 




^^B^^8^?^i 



435 

35') lU\-\-ffx'' ~i-p'yx-^p"'y=.0., 
36') MN-\-p-j:'-\~p"a^y-\-p-yji = iS; 
3T) J/A'+p'y»-i-p'VÄ-Hp"'^ = 0; 
38) IHN + p'y' 4- //'jk + ;/"ä- = ; 
390 MX+p'y'-^P"^-^l^"y = ^; 
40') jl/A'+/''y*-i-;'".«^j' + p'"» = 0; 
41') J*iV+>'y' + ;'"-^y + P"'^ — ö; 
42') jtfA-i- ;/'»/' -i-;)"^a+p'"y = 0; 
43') iI/jV4-p'y'-t-;/'^s+/»"':ry=0; 
44*) ]^N+fya:^+p"a; + p'"^=ü; 
45') MA'-4-;/^* + p> + p"' = 0; 
46') MX-k- p'x* ■\- p"a:y -\- p'" = 0; 
47') JtfA'4-p'ff'H-;'"^ + ;/''^0; 
48') jtfjVH-p'y'+P"y + ?'" = *'; 
iö*) ^A' -I- /f'y' ■+- P"-^ + P"' ^ **; 
50') j|/3'+pV+p":*'+;j"'ar = 0i 
51') J/A'+;tV +p"^'-4-/'"'y=0; 
52") ^A -4- yji» + ;>"^' + p"'.ary = ; 
53') J/A + p'y» + p"a:'H-;t"' = 0; 
54') jffJV + p'xy'\-p"y-\-p"'x^Q. 



In jeder dieser Gleicbungen lia 



I. 7, 



niedei 



andere VTenhc, 



i'elclii 



iDd II. ä, bestimmt werden i 



jedoch die CaefBcieHten 

jedesmal äLnlicL wie 



HI. Wir wollen untersociien, zi 
idlungen der ullgeiiieiuen Gleiclini 

Grades fiibren können, und dalie 
cbaclinittacurven zweier golcher t 

Es seien daber: 



welclien ReHuItaten djcHe Cm 
gl. I. der Flächen des zwei 
' jene auf die BestimmlinD; dei 



K 



er d 

l 



+ By^ H- Cix'' + 2^'iry + 'iB'sex + 2 C'jrs } 
+ 2^"^ + •H.B'y + 2C"'j? + ö = ! 

;hungen zweier solcher Flachen, welche ni 
^ Formen: 

(a + oy + Ä^ + c) i%^t^y-{-6'x + t^)\ 
+fxy + p"y + p'"a; = Q\ 

ix-^ay-\-ßx^Y) (i + M'y + /*'■»' -t-yOj 
+ jf 'iry 4- «"y + «"'jT = i 



H;ebnicht haben, un 
hier voa den in l.i 




^wr 
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die Cnefficienten a, 6, c, a\ b'. c',p',p',fr 

1 II, d. KcfuDileiiPti WerllieD nar daria m- 

ieaep ./= I cpselzt werden mUBs, üb dia 

Werllie vud Jcdcii zu erkalten. Die Werthe vou c, ß, y, »'. 9-,i, 

»', n", n"' er(^<^licD sieb aus jeaen von a, £, r, u, s.w.. wf nn wir 

res|>ective S, (£, 9'. u. s. w. sti.tt ti. C, J', n. a. vf. schnibu. 

Macben wir bei den GleichQDgen 12. und 13. die Bedinpilgll 
iliss : 

p' = n', p" = w", 'p'" = 3i 

»ei , BO lasaeD aicli diese oacb II, 9. i 
cbDDgen ausdrücken; 

S'll" — B-J" -i- C" - 

ü^" — er + B" - 

'»'tl'—B'C'-l-A 



I....U. 

icL durcb folgende Glci- 



"±l/(e- 


- C) ( J"' 


-Ä)( 


-l-l/(äB- 


- S) (Ä- 


-Wi 


.±V/(C- 


-«>(J' 


-ü)l 


-1-1^(5- 


- !B) t«" 


-E)! 


l'±V[ä" 


-6') (C 


-"'1 



ir erhallen unter den 
ingen, ilurcli Subiruktio 



H. oder 15. 16. 17. gegebenen Bedii- 
der GleicbuDgen IS. und 13. folgend«: 



(* + «S'+Ä.r-|-c) {s + «'»/-f-Ä'^-|-c')l 



= «. 



Ilteaer Gleicbung wird Genüge geleistet, wenn zugleich: 

a) x-i-ey -h 6x +c ^0 und s + oy +(!.r +;- =0. 

b) *-+-ß'yH-Ä'Ä^+c' = - %-^a'y + ß-x-i-r' = ^l 

c) s-t-ay -i-6a; +c =0 - x + a'tf + ß'a: -^ r' = Or 

d) » + B'y + i'a^ -+-«' = - aH-«y -1-/Sir +;■ =:0] 



ist; je zwei zusammeDgebürige diese 
reelle oder imogioäre Durclisclinittsliiii 
Holcbe Durcbschnitlslinie befindet sich 
Gleichung 18. ausgedrückten Fläche, di 
scbnilttlinien der Flachen 12. und 13. 

IV. Durch die Annahme irgend « 
in III. 19.; werden die Gleichungen IS 



Gleichungen drücken die 
? zweier Kbenen eds, «le 

diiher mir der durch iit 
'SC cDtbäk auch alle Dorcli- 

iner der vier Bedingnngft 
, und 13. auf folgende rc- 



n'x>j + n"y-\ 






ÜleiJG uind aber wegen der Bediogring III. 15. identisch, und ji 
befriedigt sowohl die Gleichung 12. als 13. Ks drückt die GleichM, 
20) einen lirperboliachea Cylinder aus, dcsseu Achse mit derAcbMl 
der % pnrallel ist, und dessen Basis in der Rbene der ary liegt. 



^Bpide Flaclien 12. und 13. werden licti duLer aucb uut der Ober* 

Hiebe dieses C^linders Bcljoeideit. Uu wir uubescbadet der (>tei- 

^BtnneeD 15. ll>. und 17. den CoefGcicDteD der Gleicbuog 13. oach 

^Mnc^iedene Wertbe beileG;eD können, welche docb den lelzt^e- 

^■Dnteo geniigfo, so geht ditmus LervAr: Duss es viele Fläcben 

zweiten Urmlea gielit, die sich gnter den in 15, 16. und 17. »usge- 

drückten BediD^iingen auf der Oberiläcbe des C^linderB 20. scbnci 

den, und dass ferner je zwei jener Fläcben aicb jedeamnl noch in einer 

andern Fläche zweiten Grades durchdringen, deren Gleichung die 

Form 18. bat; und duas endlich aucb jener Cjlinder 20. die lelztern 

Flächen in solchen Curreu schneiden wird, die zugleich Durch- 

schnittacurven der ersteiwabnlea FIncbcu sein werdeu. 

\. Uetrachlen wir die Gleichungen von 1'. his 54'. iu II., su 
kiinnen wir ohne älinlichc Lnlersuchungea zu widerholen, folgende 
Resultate herleiten: 

a) Es künneu mittelst der Gleichungen II. 1'. 2'. 3'. 5'. 6'. 14'. 
15'. lö'. 18'. 19'. 20'. 21'. 23'. 25'. 26'. 57'. 29'. 30'. 32'. 33'. 35'. 
36'. 37'. 38'. 40'. 41'. 42'. 43'. wie in IV. Systeme von Flächen 
des zweiten Grades gefunden werden, welche üicb alle auf einer 
Fläche zweiten Grfides (Ortsfläche) schneiden, und es wer- 
den sich von diesen auf ähnliche Art wie bei den in IV. bestinim- 
len Flüchen, je zwei noch »uf einer andern Fläche zweiten 
Grades schneiden, die vorbin genannte Ortifläcbe, und je eine 
dieser letztem werden durch die, mittelst der gehörigen Aonubmen 
beBtimmlen Fläcben, charakterisirt. 

b) Ebenso können aus jeder der Gleichungen II. 8'. 9'. 10'. 
ir. 12'. 13'. 17'. 24'. 28'. 31'. 39'. 4S'. 47'. 49' 50'. 51'. 52'. 53'. 
54'. Systeme von Fläcben des zweiten Grndes gefunden werden, 
welche sieb »lle auf einem Cylinder (Ortscy linder) zweiten 
Grudea schneiden, auch werden sich von den Flächen dieses 
Systems je zwei nach auf einer andern Fläche zweiten Gta- 
dea schneiden. 

, c) Ferner könoeu mliteUt der Gleichung II. 4'. Flächen gefun- 

I ilcD werden, deren säinmiliche Dnrcbschniitscurven in zwei-Ebe- 
■ en liegen, von welchen eine die Ebene der yx ist, und die au* 
Idere durch die Achse der .v geht. Die Gleichungen 7'. und 22'. die- 
I nen zur Bestimmung von Flächen, deren eratere sich auf einer 
durch die Aohsc der x gebenden Ebcae, und die letztern 
sich auf der Ebene ary, und in einer durch die Achse der 
js gebenden Ebene durchdringen. Endlich lassen sich mittelst 
der Gleichungen II. 44'. 48'. Flaclien Systeme bestimmen, von wel- 
clien die Durclischnittscurveu der erstem in zwei mit der Ebene 
derys [larallelen Ebenen liegen; die Durch Schnitts cur ven der 
letztem sich aber in zwei mit der Ebene der .ts paralleleu 
Ebenen befinden. In allen diesen in c) angegebenen Fällen muss 
die Fläche lll. 18. in eine Ebene degenerireu. 

VI. Wir wollen schlieislich noch zeigen, dass die Bedingungs- 
gleicbungen in lll. 15. 16. 17. identisch sind mit jenen, welcle wir 
erhalten, wenn wir die Relationen zwischen den CoelTicienteu der 
Gleicbungea von den Flächen Hl. 10. und 11. oder III. 12. uud 13. 
aufsuchen, welche statt finden müssen, wenn beide Fläcben zu- 
gleich, von zwei sich schneidenden Ebenen berührt werden sollen. 
Da wir bei den vorhergehenden Cntersuchungeu über die 
Wahl der CoordiDaienebeuen keine besondere Bestimuungen ge- 
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macht haban . 
wällten, Aaaa 
für die Cleicbung <li 
10. fulgende: 



r jetst die Eiieaea der x* und «i u 
Fläche III. 10. oder llt. 12. berühren. Wir fiadei 
ScliDitta der li:beiie der jfx mit der FläcLf 



a' -H Cr» + Zß'^s + 2J":i ■+- ÄC"^ -|- ö = . 



21. 



Soll die durch diese Gleicbuag aunged rückte Curve in einen Puukl 
(dcu BcriibruugspuDkt), oder tu eiu System Kweier (aeradei] (in 
welcheu ebenfollH eine Ebene von einer Fläche zweiten Grades be- 
rührt werden kaun) degeoeriren, so muss bekanntlich im erilen 
Fulh 



{BU-'—Cj* 

im xweiten Fall; 

B" — C-> 

IB'A" - C"Y - (B* - C) {J"* 



(^B" — C) M"» — ö) = 



-I)) — 0\ 



1 Cuefficienten der Glei- 
lagedrückte Fläcbc 



Ectn; diese Relationen miiasea xiviHcbeD de 

cbung 10. statt linden, wenn die durch : 

von der Ebene der x» berührt werden soll. Ebenso crlialtea wir 

für die Bcdinf^uogen, dusa die Ebene der y» von der Fläche 10. i 

eiuem Puukt tniif^irt werben muss, fuli^enÜe: 



C* — Ä < 



)(A"*-It} = 



.24. 



i Fläche 10, von der Ebene der yx i 
in berührt werden soll: 



C" — Ä>0 

(cj-'—ff'y—iC'—ß) [j"^ ~D) = 



Endlich 
Kegel in ein< 



«t bekanntlich die Gleichung einer Ebene, die einen 
u Punkte \a/, y, »') berührt, folgende: 



- (s'-^Cy-^BW)x'\-{CW-\-By'-^A'xOy\ 
-l-{ff'»' + ^y+ Ci/>r — Ol 
ro die berührte KegelQücbc aelbüt durch die Gleichung; 



' Gleichung 26. wird aber Genüge geleistet, wenn 



Elimiuircu wir aus diesen Gleicliuo^eu a'', y", *', sn erballca 
•ir zfrisclieD dea CoefQcientea B, C, A', u. e. n. folgende Bedin- 
ffungEgleiciiung: 

{B'C' — A-)'— (B" — C)(C'.' — B) = <i 28. 



if gleicLe Art erLalteo wir, wenu w 
;leicheD BestimmuD^en niaclii^D, wie so 
|ütl ebeolatls eiaeo hegel aDDeümeD, de 



r bei der Fläche 11. die 
eltcD bei der Fläche 10., 
seil GleiciiUDg: 



, und diescD von eioer Ebeoe berübren lassen, folgende Rela- 
nen; 

(SW-S")'- 

(«SW — S")' — (S" — 3) (SI" 

deo GleicLuDgen 22. 23. 24. 25. 26. 27. 28. 29. 30. 31. 32. 
34, erLalteo wir auch: 



-(SB" -6) (»■■ -ä)) = ol 
-E) = oi 



B'C—. 



= l/(Ä'"-. C) (.^"" 



F\/(C". 



B){A-' 



=F 1/(18'" — (J) (1"" 



'=F l^Ä" — SB) (1"" — B) = 
^1/(SB'._S) (S>_J1) = 0. 



leben wir <lie erslo ilieEcr Glcicliuugen von der vierten, die zweite 
der fünften, und die dritte von der sechsten ab, so erlinlten 
folgende: 



!l--«'^"+C'-iE"±K(a" 


_C)M". 


-/-) 


I"- 0'^"+«"-S9"±l/(C^ 


-S) (1- 


-D) 


-i-i/(a" 
9* - * c + ^' - If ± l/^B^ 


- C) (C- 


-!D)I 



= l/o'> _ lä) ((i'. 
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Diese GleichuDgeii sinJ nber die nemlichen , welche wir in III. 15. ' 
16. 17, gefunden Laben. Wir seilen «Iso, daas die in II,, III. und 
IV. befundenen Sälie vno den BediDgunven nbliängig sind, dasi 
die Flächen ia III. 10. 11. oder III. 12. 13, zugleich vod den Ebenen 
der xs und y» berübrt werden. Die Cleiobung 37. driicbt die Be- 
dingung aus, dsBs die beiden Kegel in '27. und 29. ven den re- 
fipectiven Flächen 10. und II. Asymptolenkegel sein müsBen, Die* 
ses Wenige wird biureichend sein, um zu zeigen, wie mannigfub j 
sich die UnlerBuchnngeo über die) Flächen des xweitcn Gradea mit 
(el»l der in II. gegebenen Umformungen der allgemeinen GleicbaB| 
dieser Flächen vervielfältigen lassen. 



LI. 

Synthetischer Beweis der Incommensurabilitlt^ 
zweier Geraden, die sich wie V3 : 1 verhalten. 



Herrn Professor C. A. Bretschneider 

in Gotha. 



SyntbetiBche Beweise der lacommeDsurabiHtJlt zweier Heradtf 
Linien sind fdr den Cnterricht in der Geometrie immer von Nntieo, 
und es ist nur su bedauern, dass deren, so viel mir bekannt, nnr 
erst zwei vorbanden siud, von denen der eine das Verbältaiaa der 
Diagooule des Qundralcs zu dessen Seite, der andere das Verhalt- 
niss dea KreisbaJbmessers zur Seile des eingeschriebenen Zchea- 
eckcB betrifft. Ich hoffe daher, dasa der nacbfalgende Beweia der 
Incommensarabilität der Seite des gleichseitigen Dreieckes und au- 
nes Höhenperpendikels den Lehrern der Geometrie nicht niier- 
wünscht sein wird. 

Es sei jiBC (Taf, V. Fig. 7.) ein gleichschenkliges Dreieck, 
in welchem der Winkel an der Grundlinie 30° beträgt, so ist be- 
kannt, dasB j4ß als Meite eines gleichseitigen Dreieckes und JC 
als ^ des zu ihm gehörigen Hnben|ierpendikels betracblet werden 
kann, und demgemasa das Verhältniss Aß : AC= t/J : I stattfin- 
de!. Han mache nun 
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BB, = BC ziebe B^ C, x -^C ferner 
C,B^ = B^C, B^C^AB, ferner 

C,B, = B,C, . B,C, i JA, 



[äsat sicli leicbt OBcbweiaea. d 



^ JA, =^B,C,= CC^ = C, ir, aläu i 
JJÄ, = Ä,C, = C,Ä, 
iAB,i=B,C; = C,ß, 



BKleichen, ilai« feroer auch: 



2JC >JÄ >JC 
JC >JÄ,> JC. 



uuia. Eh finden daher nolhwend!^ folgende Gleichungen statt: 
JA = JC -I- JA, oder: JS = JC -|- JA, 
JC =2C',Ä, + ^£f, JC = JA, + Ja, 

iJÄ, = 2C,ff , + JA, Jfi, = 2Jö, + 2JÄ. 

iJÄ,=2C,ff. + JS, JÄ,=2JÄ, -I-2JÄ. 

11. s. w. u. s. ff. 

fS folgt bieruua, dass die IHesaung der Gruadlinie AB durch den 
ihenKel JC immerfort einen Rest läaat, wie weit man auch die 

'heilung jedes Toraugcbendeo Restes durch den nächslfo Igen den 
irtsetzen mag, d. h. daas Grundlinie und Schenkel incooiniensiira- 
1 sind. Bildet man aus den rorstehendeo Gleichungen auf be- 
innte Weise einen Kettenbrucb, sa findet man 

'I 



V^+l 



na anderen Gründen bereits bekannt ist. Der geometrische 
) des vorliegenden Verfahrens wird sieb für Anfänger um 

ücbtesten gestalten, wenn man nach den Mittelpunkten D,Dj u.a.w. 

er Abacbnitte JA, J/f, n.s.w. die Geraden C^D,, C^D, u.i.w. 
lieht. Denn dann ergiebt sieb augenblicklich, dass die Dreiecke 
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AC^D,, AC^Dj u. B. w. gleicbicfaenklig 
»ud auaBerdem ABCou AC,ß, cu AC^D, cu u, b. w. sein nüiKi. 



LH. 

Algebraische Lehrsätze, welche zu beweisen 
sind. 



Herrn Doctor O. Srfaloinilch 



Fär jedes gemde m ist immer 
= 1-1 
ferner 



2". 4' 2». 4'.«» 



m» »i'(»i* — 2*) iH'(w' — 2') (wt'— 4*) l 

— 1» 1' . 3» "*■ 1* . 3' . 5* ■ i 

Für ein ungenuleB m gelten dagegen folgende Gleichuugen: 



(«.'^l^Jda'-S'^ i 



*— 1» p.3> "^ i'.3».a» ~ — 

Sämmtlicfafi Reitien werden so weit fortgesetzt, bia sie von selbv 
abbrechen. 
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Nimpit man für m eiuen beliebi^^en Bruch, 
RelbeD unendltcb uad ilire ISiiinmen Läogen danu v 
teo CiösacD ob; welche sind diese? 

Pur jedes beliebige « uod ß ist: 



1 + ^:^-1 






. »On-D o+n-i) 



=^11 



(a + l)(«+2)., 



5). 



«(" + 

EJD spezieller Fall dieser Summirung ist bekannt. Wenn uämlicb 
ß<^a, so ist — ein äcbter Brucb, und ebi 

t±3 ? + 



„_, o'-'- _, Seilte Brüche. Gebt man 
wacbseude m iihec, so wird die linke Seite 
lud uuf der rechten nähert sieb die Grösse 



daher 



« + !' 
Gränze für 
idlicbe Reihe 



I' 



"*M 



5 = 1 + ; 



+ 1 ^(o-t.l)(B+2) 



+ . . in inf., a > jS, 6> 



wie nuch der Herr Herausgeber des Archivs in einem Anläatie in 
Crelle's Journal uiigeB;eben Imt. 

Bezeichnen wir die BinDmialkoeffizieDten irgend eines Espo- 
neolen (i, mit ;*„, fi^, (i^ u. s. w. so ist für jedes et und ß: 



_i«_ 

B + i 






iit 



der Zablen a, ß ganz und puaitiF, die andere nicht, so 

föhrt obiffe Gleicbung die Summe einer unendlicheu Reibe auf die 
«'Der endlichea zurück. 

Ist M eine ganze poaitlie Zahl, a eine beliebige Grosse, so 
hat man 

1.2.3. n \ 



_ I g + w + l 2.« + « 



-j-a 3.a + n + 3 



8) 



'ine Relation zwischeo dem Wertbe eines endlicben und eines un- 
iadlicben Produkts. (Die Punkte vertreten der Kürze wegen die 
Stelle der Parenthesen.) 




LIII. 

V e rschiedene BemerkuageD. 

VoD 

Herrp R. Wolf 
Lebrer der Huthemaiik an der Realschule zu Bern. 



I. Trotz den, dass in neuererZeit die barmoni sehen EigenscburtcD 
allgenacb Eingang' in deu geomelri sehen Unterricht finden, babe 
ich noch in keinem l.ehrbuche der Phjaik den folgenden Salz gefno- 
deii: Beim sp liäri sehen Ho lilspLeg;el sind Bild und Gegen- 
ülnnd, in Beziehung auf Nilte und Mittelpunkt des Spie- 
gels als zugeordnete Punkte, einander harmaniacb is- 
geordnet, — einen Sarz, aus dem meine Schüler seit Jahreo ■)! 
der grössten Leichtigkeit sich Rechenschaft über das Spiegelbild 
gehen, — weit leichter als aus der iiheruil loilgctbeilten Formel, 
aus welcher dieser Satz unmiitelbor erhallen wird. 

M. Praktisch nicht unwichtig ist die Aufgabe: 4 Pnnkte 
^. B, C D (Taf. V. Fig. 8.) liegen in einer Geraden; n«u 
bat die Distanz a der Punkte A und ß und die Diataii 
b der Punkte C aoA D gemessen, so wie die scheinbaren 
Distanzen a, ß, y der 4 Punkte in Beziehung auf irgend 
einen Punkt E. Wie gross ist die wahre Distanz x der 
Punkte B and C. Sehr leicht erffiebt sich die Lösung auf fol- 
ftendem Wege: Noch den ersten Lehren von den (irojectiviRcben 
Kigeoschaften (siehe meine Lehre von den geradlinigen Gebilden 
u. s. w. Pag. 56. Formel 53) erhält mau 



Fülirt man nun zur Abkürzung 

'"°«»=iq:^ V — 

ein, so erhält man ganz eiafacb 



^-f-4^* 11/1+ tDOK'y- 11=1 



III. In eiaem Dreiecke ace (Taf. V. Fi|;. 9.) werd 
xwei Winkel a und « durch die Linien ml und be hnt- 
Lirt; was für ein Dreieck ist ea, wenn adi^be wird? 
Diese Frage stellte vor einiger Zeit Herr Professor Steiner in Ber- 
lin BD rerschiedeDC Alntbcmutiker mit der Bemerkung, dass sie gar 
niciit so leicht zu henntworten sei, als es zutn Anfang scheine, und 
dieaelhe kam seither auch mir zu Ohren. Üs ist nun allerdioffi von 
selbst klar, dass das gleJchsclienklige Dreieck die durch dieTrage 
erwähnte Eigenschaft hat, dagegen Dicht so gans leicht zu bewei- 
sen, dass kein anderes Dreieck dieselbe Eigenschaft hat. Da auch 
ich zuerst mehrere Wege fruchtlos fand, so will ich hier denjeni- 

Sen mittheilen, der mich zum Ziele fiihrte. Ich ging von den bei- 
en folgenden Hülfssätien aus: 

1) Zwei Dreieckaaeiten verhalten sich wie die Abschnitte, 
welche eine ihren Winkel hälftende Linie nuf der dritten Seite 
bildet. 

2) Das Product zweier Oreiecksseiten ist gleich dem Produkte 
jener Abschnitte, vermehrt um das Quadrat der hälflenden Linie. 

Piaeb dem ersteren Salze hat man 

Nach den iweiteu aber, mit Hülfe dieser Werthe, ist tl' 

_■ ji . ^ ce^.ae.ae 

ae .ae = ed[ce — ca) -\- aa* = 7^: ' . ^^t» + "'*^ 

«0 . c« = cbiflc — cb) ~\~ be'' = -7 



eo V 

il- ■ 

I 






M)» 



I hienni folgt, ntiter Voraossetzung dass aä=be, 
ac — ee^ \-, r= — ; 7=1 ac . ce 



Ue tileicbheit, welche 

eichschenkliges Dreiec 

y'^ce, so wäre auch ac-\~a 



für a 
ichtig 



!: = ff0 oder tür ein 
Ist; denn wäre %. B. 
, und um so mehr 



kd es würde aonfit obige Gleichheit die Cngereimtheit +^ — 

IV'. Ganz kürzlich habe ich eine von Praktikern angewandte 

i.ilicatina des Kreises in Erfahrung gebracht, welche mir rar 

rilcbt übel scheint: Man halbire die Sehne ab (Vst{. V. Fig. ID.} 

des Vierielkreises in c und ziehe cd, so ist cd nahe gleich der 

Länge des Vierielkreises. FUr den Halbmesser 1 ist nämlich 

^ß= 1)^1 statt = 1,571. Wenn also der Radius gleich einem 

^Bh, so hetrfigt der Fehler erat eine Linie, und man kann sich 



'ffn 
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ea, fiir jedei 



Puss eine Linie sbs 



sogar leicht die Regel 1 

V. Aufgabe für ScLüIer. Eg soll eine eiofache Cob- 
atniction UDgegeben werden , nacb der mno ein Dreieck erhalten 
kann, das eiDem gegebeaeo Dreiecke ähnlich und dem Inhalle b 
Hioeb, n lottg eine ganze Znbl »der ein Brucb sein. 

VI. Das beste Werk in seiner Art scheint mir lolgendei il 
sein: Geometrische Constructiooen von F. von Ebr«B- 
berg. Frankfurt a. M. 1S41 fol. Merkwürdig ist aber die BÄd. 
leituDg SU jenem Werke zu leseu, uud zugleich zu wie 
jenes Werk eine getreue Copie eines CunslructioDswerkei 
cbea vor vielen Jahren der bekannte Ingenieur- Oberst U. von Pt> 
staiozu aus Ziirich fiir seinen Privatgebraucb anlegte, und duB 
vor einigen Jabren auf unerklärliche Weise verlor. 

VII. Nichts scheint nir fataler, als wenn schon 10 de» El(> 
menteo einer strengen WisscnBchaft dicEclbe Sache veracitiedei b» 
nanntr ja derselbe Name für veracbiedcae Sachen gebraucht wird. 

Für den Winkel, den zwei Kbeoen mit einander bilden, I 
ich nie einen andern Namen gehraucht als den: FläcbcDwinWL 
leb könnte ihn beissen Ebenen-Winkel, könnte dieser H4 
nicht so leicht mit ebener Winkel verwechselt werden, 
könnte ihn auch allenfalls beissen Winkel an der Kante, 
eben gerne Kante seihst. — > Nun nennen ihn zwar Flä 
Winkel: Steiner, Tbibattt, Pross, Hohl, Kulp, Ohm, GrUaon.i 
Dagegen nennen ihn; Keil, rmpfeohach; RaumeckenTTin|| 
Crelle; Neigungswinkel zweier Ebenen Mollweide, Gru 
Blum, Kries, Vega, u. s. w.; Kante Rose, Hassel t, KIngel, : 
u. s. w. sogar Kantenwinkel Naumann. 

Den Winkel zweier Rauten nenn« ich den Regeln der 
scheiß Sprache gemäaä Hantenwin kel. Ebener Winkel ist^ 
nicht bezeichnend genug dafür, und rückwärts wieder 
mit Ebenen-Winkel, ßben so wenig Linienwinkel, 
dieser Name gebraucht werden soll, so ist es besser i 
hraucben für den einem Flächcnwiakel als Maass entsprecfaenil 
Winkel. — Nun nennen ihn zwur Kantenwiukel Steiner, Prosa, 1 
Külp,u.s.w. Dagegen Ebener Winkel Mutlweide, Hohl. Gruncrt, J 
Blum, u. s. w.; Linienwinkel Ohm, Toll kam |if. u. s. w. 

Ich bin bereit Ansichten anderer Geomi'ter über diese Nanij 
zu berücksicfatigco, wenn nur eine Stimme vorherrschend 1 
and dieaein Unfug ein Ende ntacht. 
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